Jemny tvod do kvantového pocitani

Od bitu ke qubitum (2)

V druhé ¢asti naSeho povidani se zamérime na srovnani efektivity kvantovych a klasickych
pocitaci. UkaZeme si, jaké teoretické nastroje zde mame k dispozici a jakych vysledkii s
nimi bylo dosud dosaZeno.

V tomto ¢lanku od bitd i qubitd trochu odboc&ime, abychom si pfipravili padu pro dalsi vyklad.
Budeme se vénovat informatické discipliné zvané teorie slozitosti, bez jejichz zaklad(l se na cesté za
poznanim schopnosti kvantovych pocitacli neobejdeme. Poznamenejme, Ze jeji vyklad Ize ucelné
pojmout v zasadé dvéma extrémnimi zpusoby: Cisté formalné, nebo Cisté popularné. Zde budeme
sledovat spiSe onu popularni linii; zajemcum preferujicim formalni pfistup doporucuji vyborné
zpracovanou Uvodni knihu [3].

Era Turingovych stroj(

Psal se rok 1900, kdyz némecky matematik David Hilbert (ano, pravé ten, po némz nazyvame
prostor popisujici stav kvantového systému) pfednesl na mezinarodnim matematickém kongresu v Pafizi
svych proslulych 23 problémd, jejichZ vyfeSeni se z jeho pohledu zdalo byt pro tehdejSi matematiku
zasadni. A byl to, mimo jiné, praveé tfiadvacaty Hilbert(iv problém, ktery o 36 let pozdéji pfivedl anglického
matematika Alana Turinga k formulaci konceptu tzv. Turingova stroje.

Turingovym cilem bylo poznat meze mechanickych vypocetnich systému - zejména s ohledem na to,
co jsou tyto stroje schopny vibec vyresit. Z dnesniho Uhlu pohledu bychom také mohli fici, ze Turing se
zabyval otazkou, jaké ulohy Ize naprogramovat a nechat vyfeSit poc¢itaem, a jaké nikoliv. Poznani téchto
mezi bylo pro Uspésné vyreseni 23. Hilbertova problému podstatné, nebot volna formulace jeho zadani
se pt4, zda Ize sestavit vypocetni stroj, ktery bude slouzit pro rutinni rozhodovani o platnosti ¢i neplatnosti
predlozenych vyrokd vzhledem ke stanovené teorii. Stroj na kazdy predlozeny vyrok jasné odpovi:
Plati/neplati. Podle této formulace byl cely problém pojmenovan jako rozhodovaci problém (v originale
Entscheidungsproblem).

Ukolem Turingova stroje bylo mechanickym zpisobem simulovat praci matematika provadgjiciho
formalni dikaz. Zakladnim prvkem (samozfejmé abstraktniho) stroje (viz obrazek 1) je proto hlava, ktera
je schopna pohybovat se vpfed nebo vzad po nekone&né dlouhé pasce rozdélené na poli¢ka, kde kazdé
policko mize obsahovat néjaky symbol z kone¢né abecedy znak( (vétSinou se voli abeceda binarni),
nebo byt prazdné. Cinnost tohoto stroje sestava z posloupnosti jednotlivych krokd. V kazdém kroku je z

aktualni pozice hlavy pfecten symbol na pasce a na zakladé tohoto symbolu a vnitiniho stavu stroje dojde
k:

* pfechodu do nového vnitiniho stavu;

* zapisu symbolu na pasku (formou prepisu symbolu na aktualni pozici hlavy);

* pfesunu hlavy o jedno poli¢ko vzad, vpfed, anebo hlava zistane na plvodnim misté.

Obdobou programu je u Turingova stroje takzvana prfechodova funkce, ktera na zakladé aktualniho
symbolu z pasky a vnitfniho stavu stroje ur€uje nasledujici vnitini stav, symbol zapsany na pasku a
pfipadny pohyb hlavy. Vstupni Uloha se tomuto stroji pfedklada tak, Zze se pfed jeho spusténim zapiSe na
pasku a hlava se nastavi na zacatek této ulohy. Poté se stroj spusti a eka se, az dojde k jeho zastaveni
v nékterém z koncovych stavl (zvlastni kategorie vnitfnich stav(l). Odpovédi je pak bud aktualni
konfigurace pasky, nebo pfimo hodnota koncového stavu. S jistou davkou pfedstavivosti Ize nahlédnout,
Ze tento stroj se vlastné navenek chova pravé tak, jako kdyZ matematik pracuje se svymi poznamkami.

Puvodni rozhodovaci problém potom pfeformuloval Turing na problém zastaveni Turingova stroje (v
originale Halting Problem). V ném se ptame, zda existuje takovy Turinguv stroj, ktery pfi predlozeni
popisu jiného Turingova stroje spolu se zadanim jeho vstupu rozhodne, zda se predlozeny stroj nékdy (v
konecném Case) zastavi a pfeda vysledek, ¢i zda nikdy do zadného koncového stavu nedospéje.
Obdrzeny zavér byl tehdy dost nepfijemnym prekvapenim: Turing zjistil, Ze takovy stroj nelze sestavit, a
ze tudiz odpovéd na 23. Hilbertiv problém je zamitava - matematici nemohou jednoduse predat svou
praci strojam.

O jesté vétsi pfekvapeni se pak postaral brnénsky rodak Kurt Gédel, kdyz ukazal, ze dokonce i v
samotné formalni teorii, ktera je konzistentni (nelze zaroveri dokazat platnost a neplatnost néjakého
vyroku), Ize sestavit takovy vyrok, o jehoZ platnosti nelze rozhodnout! Dokonce tedy i "Clové&i" matematik
tak maze byt postaven prfed otazku, na kterou nebude schopen znat jasnou odpovéd.



Blize k praxi

Zahy s nastupem prvnich "skute¢nych" vypocetnich mechanism se zjistilo, ze nestaci jen ptat se,
zda je dana uloha strojove fesitelna (Turing zaved| pojem vypocitatelna - computable, téz se pouziva
vyraz algoritmicky rozhodnutelna), ale zZe je nutné se také ptat, jaké naroky si feSeni téch resitelnych uloh
klade. | v téchto otazkach si Turingovy stroje udrzely své pevné pozice, ¢imz z dnesniho pohledu daleko
prekrogily plvodni snahu o vyfe$eni 23. Hilbertova problému. Bylo totiz ukazano (pfesnéji: z&asti
dokazano a z¢asti pfijato jako paradigma), Ze Turingovy stroje jsou nejen povedenou abstrakci
vypocetnich stroju, pokud jde o otazky vypocitatelnosti uloh, ale i pokud jde o otazky slozitosti feSeni uloh,
které vypocitatelné jsou. Hlavni paradigma Turingova stroje Ize nazorné ilustrovat takzvanou kvantitativni
Churchovou tezi (viz [4]), ktera zhruba fika, Ze kazdy fyzikalni vypocetni systém muze byt simulovan na
Turingove stroji s polynomialni ¢asovou slozitosti vzhledem k prostfedkiim pouzitym simulovanym
systémem bé&hem vypoctu.

Pravé jsme pouzili pojem slozitost. Jak jiz jeho intuitivni chapani napovida, pfedstavujeme si pod
timto pojmem narocnost vypoctu dané ulohy méfenou spotrebou fyzikalnich prostfedku (pfipomernme, ze
provadéni vypocti chapeme jako mapovani abstrakini matematiky na fyzikalni procesy). Mezi tyto
prostfedky patfi zejména ¢€as (na Turingové stroji vystupuje jako pocet krokll do zastaveni) a pamét
(koresponduje s vyuzitou kapacitou pasky). V popularné ladénych vykladech se vétSinou hlavni pozornost
soustfeduje na naro¢nost asovou (coz uz se pak explicitné nezmiriuje).

Na obrazku 2 vidite zakladni déleni vypoditatelnych uloh podle toho, jakou maji slozitost. Do tfidy
(mnoziny) P (od slova polynomial) fadime vSechny ulohy, které jsou zvladnutelné nejhife s polynomialni
sloZitosti, coZ znamena, Ze jejich narocnost Ize vyjadfit jako polynomidlni funkci délky vstupu. Napfiklad
Uloha, ktera pro n-bitovy vstup trva 2n2+1 krokl, méa polynomialni &asovou slozitost. Ulohy naleZejici do
tfidy P vétdinou oznadujeme jako vypocetné zvladnutelné.

Ve tfidé (mnoziné) NP (od vyrazu nondeterministic polynomial) jsou ulohy, jejichz feSeni Ize s
nejhlre polynomialni slozitosti ovéfit jako spravné. Na rozdil od uloh v P v§ak pro ulohy v NP nemusime
byt schopni sestavit polynomialné slozity postup pro nalezeni feSeni. Odtud oznaceni "nedeterministické",
nebot prvni ¢ast vypoctu téchto tloh spodiva laicky fe¢eno v "uhodnuti" vysledku a druha pak v jeho
ovéreni.

Specialni skupinu uloh pak tvofi takzvané NP-Uplné (NP-complete) problémy. To jsou ulohy, na
jejichz FeSeni |ze pfevést (s polynomialni slozitosti) libovolny jiny problém ze tfidy NP. Nalezeni
polynomialniho zplsobu feSeni libovolné z NP-Uplnych uloh by tak znamenalo, Ze plati rovnost P=NP.
Dukaz platnosti (respektive neplatnosti) této rovnosti je pro teorii slozZitosti néco jako hledani Svatého
gralu. Zatim se v8ak nezda, Ze by zde Slo dosahnout néjakého vysledku. Problémy, o nichZ se
domnivame, Ze patfi do rozdilové mnoziny NP\P, oznagujeme jako vypocetné nezvladnutelné. Pravé o
tyto problémy ma eminentni zajem napfiklad souc¢asna kryptografie.

Hledani vyjimek

Formulace vySe uvedeného paradigmatu o univerzalnosti Turingova stroje je zaroven silnou vyzvou
pro hledani vyjimek, které by opravnénost tohoto pfistupu vyvratily (a tim zménily nas pohled na otazky
slozitosti a mozna i vypoc itatelnosti). Jako voditko na této cesté Ize pouzit pfedpoklad, ze ono "néco" by
mél byt fyzikalni proces, na ktery Ize namapovat néjaky vypocetni postup a jehoz simulace na Turingové
stroji neni polynomiainé zvliadnutelna. Cas od &asu se ve fyzice n&jaky aspirant na sesazeni Turingova
stroje objevi, av§ak zahy je pro "nedostatek diikaz(" od sesazovani upusténo. Jedna véc je totiz najit
proces, pro ktery nezname polynomialné slozitou simulaci na Turingové stroji, a druha véc je dokazat, ze
tato simulace neexistuje.

Béhem experimentovani s konceptem Turingovych stroji se vytvofila odnoZ oznacovana jako
pravdépodobnostni Turingovy stroje. Zjednodu$ené Feceno jde o Turinguv stroj vybaveny zdrojem
nahodnych C&isel, ktery je vyuzZivan jeho pfechodovou funkci. Nékteré pfechody se tak uskuteériuji jen s
urcitou pravdépodobnosti (stroj ovSem vzdy s jistotou "nékam" pfejde). Uznava se, Ze pokud jde o
vypocitatelnost, jsou na tom pravdépodobnostni Turingovy stroje stejné jako jejich pfedchadci (ty se v
tomto kontextu oznacuji jako deterministické).

Pravdépodobnostni stroje se vSak li§i svou efektivitou, ktera se u nékterych uloh projevuje dosti
podstatné. Pro Ucely klasifikace byly zavedeny rovnéz "pravdépodobnostni” tfidy slozitosti, které spole¢né
s témi "deterministickymi" shrnuje tabulka 1. Pokud jde o pfipadné sesazeni, tak si Turingovy stroje diky
svym pravdépodobnostnim "potomkdm" celkem upevnily své pozice, nebot v fadé pfipadu je efektivni
prevod pfipadnych konkurentd na pravdépodobnostni Turinglv stroj dobfe vidét (nebo naopak &ini
problém ukazat, Ze zde tento pfevod neexistuje).



Kvantové pocitaCe

Z hlediska teoretické informatiky zac¢al zajem o kvantové pocitace pfesné v duchu vySe uvedeného
doporuceni a byl to pravé znamy fyzik (a nositel Nobelovy ceny) Richard P. Feynman, kdo patrné jako
prvni sou¢asné poznamenal, ze:

1) kvantové systémy Ize pouzit k realizaci vypoctu;

2) simulace kvantovych systém( na Turingové stroji se zda mit exponencialni slozitost.

Hon na Turinglv stroj tak mohl zacit. Aby bylo mozné Iépe studovat schopnosti kvantovych pocitacu
v porovnani s t&mi klasickymi, bylo roku 1985 Davidem Deutschem formulovano paradigma kvantového
pravdépodobnostniho Turingova stroje (ty budeme dale shrnovat pod oznagenim "klasicky"), takze se zde
omezime pouze na dllezitou principialni odliSnost. Ta spociva v tom, Ze "paska" kvantového stroje je
chapana jako kvantovy registr (viz pfedchozi dil), coz mimo jiné znamena, Ze po dobu koherentniho
vypoctu muize existovat v superpozici nékolika vlastnich stav.

Tento nahled dava pIné vyniknout jevu oznacovanému jako kvantovy paralelismus: Méjme usek
pasky o délce n poli¢ek. U klasického stroje to znamena, Zze mame k dispozici n bitll, na které mizeme
zakodovat napfiklad jedno z 2n moznych zadani néjaké vstupni ulohy. Jakmile stroj spustime, rozbéhne
se feSeni zadaného problému a po zastaveni stroje (pokud k nému dojde) obdrzime k tomuto zadani
pfislusny vysledek.

Nyni si pfedstavme situaci u stroje kvantového. Zde jedno poli¢ko znamena jeden qubit, takze
mame k dispozici pasku o n qubitech. Vime, Ze tato paska se mlze nachazet v superpozici tvofené az 2n
stavy soucasné. To znamena, ze napfiklad vSechna zadani ulohy o délce n bitd mdzeme naraz ulozit na
pasku a po spusténi stroje je nechat vSechna paralelné vyfesit tak Fikajic "jednim vrzem"! Jakmile se stroj
zastavi, obdrZzime stav odpovidajici superpozici pfisluSnych feSeni. Celd véc ma v8ak jeden podstatny
hacek - vime, Zze méfenim takového stavu obdrzime pouze jeden z vlastnich stavd. Odpurci kvantového
pocitani se v tomto okamziku Skodolib& usmivaji a prohladuji, Ze stejného vysledku je moZzné dosahnout
pouzitim pravdépodobnostniho Turingova stroje.

Uzavfit teorii kvantového pocitani polozenim rovnitka mezi kvantovy a pravdépodobnostni Turingv
stroj by vSak bylo pfili§ ukvapené. Pokud by se kvantovy registr mohl pochlubit pouze prostou existenci
superponovanych stavl, pak by pravdépodobnostni stroje patrné skute¢né oslavily vitézstvi. AvSak diky
dal$im jemnym finesam, jako je napfiklad moznost interference stavl &i existence provazanych stav(, se
zda, Ze kvantové stroje prece jen maji nad t€mi klasickymi navrch. Zjednodusené Ize fici, Ze diky
zminénym vlastnostem ma kvantovy stroj tu pfednost, Ze vSechny pfedlozené paralelni cesty vypoctu
skute¢né projde, zatimco pravdépodobnostni si z nich jen nahodné vybere jednu jedinou a tou dojde az
do koncového stavu.

ReSeni uloh na QC

VétSina studii o efektivité vypoctd na kvantovych pocitacich (ve svété se pro né zacina ujimat
zkratka QC, quantum computer, u nas téz KP) se dnes opira o paradigma kvantového Turingova stroje,
ktery je dobrou abstrakci moznosti téchto pocitaci. A podobné jako u klasickych pocitacu nevadi, ze
zatimco konstruktéfi se pohybuiji v oblasti kvantovych obvodu, teoreticti analytici pouzivaji kvantové
Turingovy stroje.

Na prvni pohled se zda, ze pfiznani definitivni porazky klasickych Turingovych stroju jejich
kvantovymi nasledniky je na spadnuti. Nic podobného se v§ak nedéje, pokusme se proto alesporni
zmapovat terén. Asi nejvétSim dobrodruzstvim by bylo otevfit otazku kvantové versus klasické
vypocditatelnosti. Na prvni pohled k tomu mame dobry dlivod: kvantovy Turing(iv stroj dokaze - na rozdil
od klasického - vygenerovat skute€né nahodné Cislo. Tato uloha se na klasickych strojich povazuje za
nevypoditatelnou (pfipomernme, ze pravdépodobnostni stroj by néco takového sice dokazal, ale potfebuje
k tomu dostat skutecné& nahodné cislo jiz jako vstup).

Otazkou ovsem je, co termin "skute€né nahodné &islo" formalné znamena. Dokud si to teorie fadné
neujasni, nelze touto schopnosti kvantovych pocitaci dost padné argumentovat. Jakmile se vSak do
tohoto problému hloubéji ponofime, zjistime, ze se chystame otevfit nefalSovanou Pandofinu skfifku.
Cesta timto smérem totiz mlze vést az za hranice vymezené Godelovou vétou o nerozhodnutelnosti, tedy
tam, kde dnes kon¢i formalni véda a zacina takzvana metavéda. Moznosti, které by se zde pfed nami
otevrely, jsou v sou€asné chvili stejné fascinujici jako nedostupné. Tuto oblast proto zatim pfenechame
spisovateliim védecko-fantastickeé literatury.

Bude to s dokazovanim prvenstvi kvantovych pocitact lepsi alespon v otazkach efektivity vypocta?
Bohuzel, ani zde to neni pfili$ slavné. V tabulce 2 jsou uvedeny hlavni tfidy sloZitosti vypocta pro
kvantové Turingovy stroje, v€etné jejich znamych souvislosti s klasickymi tfidami slozitosti. Snahou védcu
je provést takzvanou separaci, tedy ukazat, ze kvantové tfidy slozitosti zahrnuji vice problému nez ty
klasické. Pfitom dosud neni dokazana ani separace mnozin P a QP (tedy Zze P ( QP). Podafilo se v3ak



dokazat relativizovanou a podminénou podobu této separace ([2]), coz dava jistou nadéji, ze tato
separace plati, avSak na kone¢ny dukaz si jesté budeme muset pockat.

Pro kvantové pocitace tak v sou¢asné dobé hovofi pfedevsim jejich Ciny - zname ulohy, které jsou
na nich zatim feSitelné efektivnéji nez na klasickych pocitacich. Slivkem "efektivnéji" zde nejcasté;ji
vyjadfujeme fakt, Ze na kvantovych pocita€ich existuje feSeni nalezejici do polynomialni kategorie,
zatimco na klasickych strojich zname nejlépe subexponencialni feSeni. Pfikladem takové ulohy je pravé
faktorizace a s ni spojeny Shorudv faktoriza¢ni algoritmus - tomu se budeme podrobnéji vénovat v celém
pFistim dilu. PGjde o pozornost zaslouzenou - Ize totiz bez nadsazky prohlasit, Ze pravé diky Shorovu
algoritmu se zvySuje zajem o oblast kvantovych pocitacu. Nebyt tohoto algoritmu, bylo by asi jejich pfijeti
(vzhledem k tahnoucim se pokusim o separace) mnohem chladnéjsi. Shor(v algoritmus se tak nejspis

Shrnuti

Predstavili jsme si zakladni aspekty teorie slozZitosti a ukazali jsme, jak se tato disciplina zvolna
vyrovnava s moznosti vyuziti pocitacll pracujicich na principech kvantové mechaniky. Snazili jsme se
ukazat, ze tato teorie je schopna akceptovat nové matematické modely fyzikalnich procest vhodnych pro
realizaci vypocetnich postupll a ze obsahuje také nastroje k vyhodnoceni pfinosu téchto modeld. Nastup
kvantovych pocitact tedy neznamena konec teorie slozitosti, ale spiSe jeji rozsifeni. Bohuzel vSak tato
védni disciplina postrada (alespori zatim) potfebnou dynamiku, takze na definitivni dikazy o pfinosu
novych modell je tfeba ¢ekat, mozna velmi, velmi dlouho...

Proto je pro védce hledajici nové principialni moznosti prace pocitacu vzdy lepsi, kdyz zaroven s
novym modelem pfijdou také se znalosti konkrétniho (a nejlépe zasadniho) problému, ktery jejich
konstrukce dokaze vyfesit efektivné&ji, méfeno fadem slozitosti, neZli klasicky stroj. Od takového pfistupu
pak Ize oekavat, Ze vyburcuje vSeobecnou pozornost. Pravé touto cestou se vydala teorie kvantovych

pocitacl.

V pfistim pokraCovani uz se pustime do vykladu Shorova faktorizacniho algoritmu a jistou pozornost
vénujeme také Groverovu vyhledavacimu algoritmu.
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Tabulka 1:
Oznaceni tridy Popis Poznamka
P Resitelné s nejhiFe polynomialni sloZitosti PFiklad: nasobeni dvou Cisel
(Polynomial)
NP Reseni je ovéfitelné s nejhafe polynomialni sloZitosti Priklad: faktorizace celého Cisla

(Nondeterministic Polynomial)

ZPP

(Zero-sided Probabilistic Polynomial)

Pravdépodobnostné fesitelné s polynomialni stfedni
hodnotou slozitosti; pravdépodobnost chyby = 0

BPP

(Bounded Error Probabilistic Polynomial)

Pravdépodobnostné fesitelné v nejhlfe polynomialnim ¢ase; |Pfiklad: Miller-Rabinudv test prvo
pravdépodobnost chyby £ 1/3

Chybovost Ize eliminovat nezavi
opakovanimi algoritmu

Tabulka 2:

Oznaceni tridy

Popis

Poznamka

QP
(Quantum Polynomial)

Resitelné s nejhaFe polynomialni sloZitosti na
kvantovém pocitaci

P | QP, existuje relativizovana separace

ZQP

Resitelné v polynomialni stfedni hodnoté

ZPP | ZQP, existuje relativizovana separace




(Zero-sided Quantum |[slozitosti na kvantovém pocitadi;

Polynomial) pravdépodobnost chyby = 0
BQP Resitelné s nejhiife polynomialni sloZitosti na Ptiklad: Shorav algoritmus
(Bounded Error kvantovém pocitaéi; pravdépodobnost chyby £

Quantum Polynomial) |1/3
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