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Priklad 11.
Zjistete (a dokazte), v jakych rddcich Pascalova trojuhelniku jsou jen licha cisla.

Tvrzeni:
Jen licha Cisla se vyskytuji pravé v téch fadcich Pascalova trojuhelnika, ve kterych je 2™ ¢isel, kde m je libovolné
ptirozené ¢islo nebo nula.

Dukaz:

Pascaltv trojuhelnik zacina jednou jedni¢kou v prvnim fadku. V dalSich tadcich je vzdy o jedno ¢islo vice,
pri¢emz kazdé z nich je souctem dvou c¢isel nad nim.

Souctem lichého a sudého ¢Cisla je liché ¢islo, zatimco s¢itani dvou Cisel se stejnou paritou dava ¢islo sudé.
Nedopustime se tedy chyby, pokud budeme zkoumat Pascaltiv trojiihelnik, v némz kazdé ¢islo nahradime jeho
zbytkem po déleni dvéma. Jen licha ¢isla jsou pravé v téch fadcich, které obsahuji samé jednicky.

Prvni dva tadky obsahuji pouze jednicky. V dikaze budeme postupovat matematickou indukci po fadcich
obsahujicich pouze jednicky. Mame-li néjaky fadek v némz je n jednicek, vime, ze v dalSim fadku bude na kazdé
stran¢ jednicka a mezi nimi n-1 nul. Jestlize liché Cislo 1ze ziskat pouze jako soucet liché¢ho a sudého, pak nelze
ziskat jedni¢ku uprostfed fadku dfive nez po n krocich, protoze usek nul uprostfed fadku se bude v kazdém
kroku maximalné o jednu zkracovat. Teprve po n krocich je tedy opét Sance, Ze fadek bude obsahovat pouze
jednicky (coz odpovida fadkiim uvedenym v tvrzeni). Zbyva dokazat, ze k tomu ve vSech ptipadech skutecné
dojde.

Budeme sledovat, co se d€je pod jednickami na krajich naseho vychoziho fadku. Vzhledem k tomu, Ze jsou
(jakoby z obou stran) obklopeny nulami, vytvofi se pod nimi trojuhelnik identicky s trojuhelnikem nad nas$im
vychozim fadkem. Jedni¢ka v prvnim fadku, kterd vlastné cely Pascaltiv trojuhelnik generuje, je totiz také
obklopena samymi nulami. Vytvofi se vlastné dvé kopie vychoziho trojuhelnika, jehoz zakladnu tvofi samé
jednicky, umisténé vedle sebe.

Z toho vyplyva, ze po n fadcich opét obdrzime fadek se samymi jedni¢kami, které predstavuji licha cisla
v Pascalov¢ trojuhelniku. QED.

Zvolena varianta Pascalova trojuhelniku (modulo 2), ktery ma 2™ fadkd, je vlastn€é m-tou aproximaci
Sierpinskiho trojuhelnika, jak naznacuje obrazek.



Priklad 9.
Dokazte, Ze je-li p prvocislo a 0 <k < p, tak p déli [ j? ]
kde (p-k)! lze zkratit, ¢imz dostaneme tvar

[ - je pfirozené &islo odpovidajici vyrazu ——————
e Jjep p J Yy (p - Fkr’

(p-1 . (p-k+1 - (p-2)-..(p-k+1
pp-1 " (p-k+ ). Mame tedy dokazat, ze vyraz (p- D (p /)(' (p-k+1)
L

Z vlastnosti prvocisel vime, e p neni délitelné zadnym celym &islem z intervalu (1,p). Cislo &/ je soudinem

takovych &isel. Z toho vyplyva, Ze Cislo p ned@li &slo A!. Pokud sou¢in p (p-1 (p-2)-..-(p- k+1) je

délitelny &islem k!, pak také souéin (p-1) (p-2)-..{p-k+1je délitelny &islem A!. Vyraz

(p-DAp-2)-.(p- k+1)
k!

je celociselny.

je celociselny. QED.

Piiklad 10.

Dokazte nasledujici zobecneéni predchoziho prikladu. Necht p je prvocislo a n=p”™, m je libovolné kladné cislo,

0<k<p.Pakp déli [ o ]

Pro m=1 byl dikaz proveden v piikladé 9. Dale budeme postupovat matematickou indukci. Podle vzorce
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" pfevedeme ulohu na studium Pascalova trojuhelnika. Bez ujmy na obecnosti se budeme zabyvat

‘z
+)
Pascalovym trojuhelnikem, v némz kazdé cislo nahradime jeho zbytkem po déleni p, analogicky s feSenim
ptikladu 11. Ozna¢me fadky trojuhelnika Cisly tak, Ze oznaceni odpovida poctu ¢isel v fadku minus 1. Mame
dokazat, ze v fadcich oznacenych mocninou prvocisla jsou kromé dvou jednicek na krajich samé nuly. Vime, ze
takovy je fadek p. Pro fadek p-1 z toho plyne, Ze zacina jedni¢kou a nasledné se v ném stiidaji ¢islap-1a 1 azna
konci je opét jednicka. Ozna¢me trojuhelnik nad p-tym fadkem pismenem T. Jako v ptikladu 11, pfi postupovani
trojuhelnikem smérem dolli se po p krocich vytvoti dvé kopie trojuhelnika T, mezi nimiz budou samé nuly.
Vsimnéme si nyni, co se stane v misté, kde se zékladny téchto kopii dotknou. Po obou stranach T jsou jednicky,
které se v misté dotyku sectou a vytvoii dvojku. Pod ni se bude vytvaret obdoba T, v niz ovSem kazd¢ Cislo je
vynasobeno dvéma (a samoziejm¢é modulo p). KdyZ tento postup provedeme p-krat, zjistime, ze jsme ziskali
variantu T, v niz ov§em misto ¢isel figuruji trojhelniky T, které maji na Spicce ¢islo odpovidajici pozici v T.
V poslednim fadku ziskaného trojuhelnika (ozna¢me ho S) se budou opét stiidat ¢isla 1 a p-1, ¢imz se na fadku
p? vytvoii pfesné to, co jsme ocekdvali — totiz jedni¢ky na krajich a jinak samé nuly. Pokud budeme nyni postup
opakovat, bude se trojuhelnik S opét kopirovat analogicky, jako piedtim trojuhelnik T, az na fadku p* dostaneme
stiidavé 1 a p-1. Tento postup lze stale opakovat, ¢imz j]e_: proveden dtikaz pro jakoukoli mocninu cisla p.
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Prvnich dvacet Sest fadkt Pascalova trojuhelnika modulo 5.
Piiklad 15.
Bud' T pestovany strom a c(T) jeho kod z nul a jednicek (viz prednaska). Jak z c(T) urcite pocet listii T?



Koédova posloupnost pro uréity vrchol vznika tak, ze se posloupnosti synt tohoto vrcholu zapiSou za sebou
v pofadi odpovidajicim danému nakresleni. Poté se pied takto vzniklou posloupnost pfipiSe nula a za ni jednicka.
Listy maji kod 01. Kédem péstovaného stromu je takto vznikly kéd jeho kotene.

Ze zpusobu vytvareni kodu je ziejmé, Ze list stromu je reprezentovan nulou a jedni¢kou té€sné vedle sebe. Jinym
zpusobem takova dvojice nemize vzniknout. Chceme-li tedy zjistit pocet listi stromu daného kodem ¢(7), staci
spocitat, kolikrat se v ¢(T) vyskytuje nula bezprostfedné nasledovana jednickou.

Priklad 5.
V senatu zaseda 150 sendtorii, po trech z kazdého z 50 statii. Kolika zpusoby Ize zvolit 4-¢lenny vybor, nesmi-li
v ném byt z jednoho statu vice nez jeden clen?

Prvniho senatora do vyboru mizeme vybirat ze vSech 150. Kdyz je ale senator do vyboru zvolen, ztraci jeho stat
Sanci na ziskani dal§iho mandatu v tomto vyboru. Pro volbu kazdého dal§iho mame tedy o tii moznosti méné.
Tim dostavame z kombinatorického pravidla soucinu Cislo 150.147.144.141. Tento vysledek je ale tieba jeste
vydélit poctem permutaci na Ctyfprvkové mnozing, nebot’ ve vyboru nezalezi na potfadi volby senatord. Pro
celkovy pocet zptisobu volby tedy dostavame vyraz

150.147 . 144 . 141 : 4! = 18 654 300.

Priklad 6.
Meéjme mrizku m x n. Kolik v ni existuje cest z leveho horniho do pravého dolniho rohu? Pripoustime jen cesty,
které pouzivaji hrany mrizky a maji nejkratsi moznou délku.

Mrizka intuitivné odpovida rovinnému grafu, ktery ma hrany na hranach mtizky a vrcholy v jejich prisecicich a
v rozich. Na vodorovné vnéjsi hran¢ mfizky je m+1 vrcholi a na svislé vnéjsi hran¢ je n+1.

V kazdém kroku prochéazeni cestou mtizeme jit doprava, pokud jesté nejsme na pravém okraji mfizky, nebo dold,
pokud jesté nejsme na dolnim okraji mfizky. Kazdou cestu si mizeme piedstavit jako posloupnost tfeba nul a
jednicek, ktera nam tika, zda se v daném kroku dat doprava nebo dold. V této posloupnosti je n krokt dold (nul)
a m krokt vpravo (jednicek). Délka takové posloupnosti je m+n. Celkovy pocet takovych posloupnosti je

m+n m+n

n m

Toto ¢islo odpovida poctu nejkratSich moznych cest z levého horniho do pravého dolniho rohu nasi miizky.

Priklad 14.
Charakterizujte stromy, z nichz Ize pridanim jedné hrany vytvorit cyklus.

Cyklus je orientovana kruznice.

Mame-1i pomoci operace pfidani hrany ziskat cyklus, rozhodné se strom nesmi zadnym zptisobem vétvit. Navic
aby byla splnéna podminka o orientaci, je tfeba, aby byl strom zakofenény. TakZe charakteristika zni: strom je
zakofenény a obsahuje pouze jedinou cestu. Pokud k takovému stromu pfidame hranu vedouci od jediného listu
ke kofeni, ziskame orientovanou kruznici, neboli cyklus.

Piiklad 3.

Ve vytahu je 7 osob. Vytah trikrat zastavil, pokazdé nékdo vystoupil (a nikdo nepristoupil). Po tretim zastaveni se
vytah vyprazdnil. Kolika riiznymi zpiisoby to mohlo probéhnout? (Sledujeme, kdo vystoupil jako prvni, kdo jako
druhy a kdo jako treti.)

Jinymi slovy kazdému ¢lovéku mame piifadit patro ve kterém vystoupil (pravé jedno). Jedna se tedy o pocet
zobrazeni sedmiprvkové mnoziny na tfiprvkovou. Na cviCenich jsme pro pocet zobrazeni na odvodili pomoci
principu inkluze a exkluze vzorec

n-1 Ao
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i=0 i



Po dosazeni m=7 a n=3 dostaneme 3’ - (0 —3 + 3.27) = 1806.
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