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1. ESPECIFICACIONS GENERALS

1.1. Nom Programa

MOSTRES

1.2. Autors
Seminari Permanent d'Estadistica de I'l.C.E. de la Universitat Autonoma de Barcelona:

- Josep ALSINET i CABALLERIA, professor de I'l.E.S. del Valles, Sabadell.

- Carles BARCELO i VIDAL, professor de I'l.B. "Salvador Espriu", Salt.

- Antoni GOMA i NASARRE, professor de I'l.B. "Joanot Martorell", Esplugues de
Llobregat.

1.3. Telematica

Introduccié a les técniques de mostreig.

Des d'un punt de vista grafic i practic el programa tracta de reforcar els conceptes
relacionats amb I'estimacio de la proporcio real amb qué es manifesta determinat
esdeveniment en una poblacié, feta aquesta estimacié a partir de I'observacié de la
proporcio de I'esdeveniment en una mostra aleatoria.

1.4. Assignatura

Matematiques.
Tanmateix no podem deixar d'esmentar la creixent importancia de les técniques



estadistiques, sobre tot la del mostreig, en la seva aplicacio a les ciéncies socials i de la
salut.

1.5. Nivell escolar

Actualment les tecniques de mostreig no apareixen explicitament, als programes de
secundaria. Ara bé, és fonamental que els alumnes adquireixin visio critica d'aquelles
informacions que poden obtenir a través dels mitjans de comunicacio. Trobariem una
tecnica estadistica més usada que les enquestes, és a dir el treball amb mostres?.

Pensem, doncs, que els conceptes exposats en aquest programa tindran el seu lloc
d'introduccio per als alumnes de 14-16 anys i s'hauran de treballar amb més rigor al
futur batxillerat (16-18). De fet, creiem que el programa te una clara aplicacio a les
matematiques-1l de COU.

1.6. Descripci6 tecnica

L'arxiu que conté el programa es denomina MOSTRES.EXE i és escrit en llenguatge
GW-BASIC i compilat posteriorment. Requereix tenir accés a I'arxiu BRUN20G.EXE

i fa Us d'uns arxius auxiliars, ARX10.TXT, ARX20.TXT, ARX30.TXT, ARX50.TXT,
ARX100.TXT que han d'estar ubicats al mateix disquet o subdirectori des d'on es cridi
el programa, que caldra executar amb la comanda MOSTRES.

2. INSTRUCCIONS DE FUNCIONAMENT

2.1. Dinamica de funcionament

El programa, essencialment, consisteix en la simulacié d'una seleccié de mostres
successives d'una poblacid, els elements de la qual manifesten un de dos caracters,
[verd] o [vermell], i la visualitzacié de les proporcions mostrals de I'esdeveniment
[verd]. En aquest sentit, comporta més observacié que participacio per part de l'usuari.
Totes les instruccions de funcionament apareixen clarament en pantalla.

La simulacioé no és pas interactiva i, doncs, l'usuari en sera espectador: se li mostrara
primer de tot la poblacié amb queé es treballara (que podra ser canviada en qualsevol
moment per recomencar el treball amb una altra poblacio) perd aquesta poblacio
"desapareixera" perqué no és pas finalitat del programa I'observacio de la poblacié
total.

(Vegi's el grafic 1).

Seguidament, amb lleugeres variacions segons l'opcid de treball que s'hagi escollit, el
programa anira presentant successives mostres, seleccionades aleatoriament de la
poblacié amb qué es treballi i fara visuals les proporcions mostrals de I'esdeveniment
[verd] tot elaborant el diagrama de barres de la variable estadistica "proporcio de
[verd] en les mostres seleccionades”. Haura de ser I'observacio d'aquest diagrama la



gue permeti millorar la comprensié dels conceptes de les tecniques de mostreig.
(Vegi's el grafic 2).

Per cada poblacié i cada opci6 de treball esta previst, com a norma general, que
l'usuari pugui triar tres mides diferents per a les mostres que s'aniran seleccionant i que
indiqui quantes mostres successives vol que el programa li presenti. Tanmateix, en
alguna ocasi6 i segons com s'hagin esdevingut els diagrames, a fi i efecte que la
presentacio grafica sigui correcta, el mateix programa deturara I'exemple en curs.

2.2. Opcions

El programa ofereix quatre opcions de treball perfectament diferenciades, lligades les
tres primeres amb cadascun dels conceptes que hom intenta aprofundir. L'altre opcio
és un exemple d'aplicacié. A saber:

a) Observacions de proporcions en mostres.

b) Treball amb la proporcio6 real coneguda: interval de tolerancia.

c) Treball amb la proporcié real no coneguda: interval de confianca.
d) Es el [verd] un factor de risc per [tenir X] ?

La primera opci6 simplement mostra el diagrama de les proporcions mostrals de [verd]
i permet que l'usuari tregui les seves propies conclusions a la vista del diagrama que es
va construint a la pantalla. En acabar la seleccié de mostres d'una mida determinada
l'usuari ha d'indicar en quin interval creu que han quedat "la majoria” de les

proporcions mostrals observades.

En la segona opcio, d'antuvi es mostra la proporcio real de [verd] en la poblacié i, amb
cada mida de les mostres, s'assenyala sobre el grafic 'interval de tolerancia
corresponent, tal com s'explica als aspectes pedagogics (seccidé 3), a fii efecte de
poder observar com, realment, la majoria de proporcions de les mostres seleccionades
gueden dins de l'interval de tolerancia. El programa en déna una confirmacié numerica.
(Vegi's el grafic 3).

La tercera opcio de treball és la que ens col-loca en una situaci6 més semblant a la real.
Hom extreu mostres sense coneixer la proporcio real en la poblacio. El programa fa
visual l'interval de confiancga de I'estimacio de la proporcio real a través de les
proporcions en les mostres i aixd amb tres mides de mostres diferents. Per acabar
I'opcid s'indica el valor de la proporcio real de [verd] en la poblacié que, excepte
situacions anomales provocades per l'atzar, quedara sempre dins dels intervals de
confiancga de les estimacions fetes mitjancant mostres. (Vegi's el grafic 4).

La quarta opcio de treball és un exemple practic. Ara els elements de la poblacié poden
0 no manifestar un cert caracter [tenir X] i es tracta de treballar amb la proporcio real
de [verd] i el corresponent interval de tolerancia coneguts i llavors, tot prenent mostres
relatives, Unicament, als elements que manifesten [tenir X], donar ajuts per contestar a
la pregunta formulada en I'opcio, com s'explica amb més deteniment a I'apartat
seguent.



3. ASPECTES PEDAGOGICS
3.1. Objectiu del programa

Ajudar el professor, amb la possibilitat de prendre moltes mostres aleatories d'una
poblacio, a fer entendre als alumnes els conceptes d'interval de tolerancia i d'interval de
confianga en I'estimacio, mitjancant técniques de mostreig, de la proporcié amb la que
un esdeveniment apareix en una poblacio.

Aixi doncs, hem de dir que aquesta unitat didactica s'encamina molt més a donar
facilitats per adquirir la idea intuitiva, aixo si, clara i correcta, que no pas a introduir
conceptes rigorosos.

3.2. Coneixements previs

El plantejament que es fa del tema requereix Unicament que l'usuari estigui familiaritzat
amb el llenguatge de la probabilitat i entengui qué representa seleccionar una mostra
aleatoria d'una poblaci6o. Convé saber, també, interpretar els diagrames de barres /
histogrames.

Tanmateix, com ja es pot deduir d'allo que s'ha dit anteriorment, sera convenient que el
programa vagi acompanyat de les explicacions per part del professor dels conceptes
que es treballen.

3.3. Fonamentacio teorica

Quan prenem moltes mostres d'una determinada mida partint d'una mateixa poblacié
els resultats de la proporcié mostral de I'esdeveniment estudiat tendeixen "a
concentrar-se". Es important poder veure que és ben possible seleccionar un interval
on hi hagi "la majoria" d'observacions, tot eliminant aquelles que intuitivament hom
pugui entendre gue no responen "al funcionament normal de l'atzar". Aquesta idea és
la que prepara la introducci6 del primer concepte que treballa el programa: el de
l'interval de tolerancia.

Es important esmentar ara (encara que no es comenti després amb els alumnes) que el
model teoric o distribucié de probabilitat que s'associa amb aquesta presa de mostres,
si pensem en el nombre d'elements de la mostra que manifesten el caracter estudiat, €s
una distribucio binominal de mitjana np essent p la proporcio real de I'esdeveniment en
la poblacio i n la mida de la mostra. La mitjana d'una distribucié de probabilitat rep
també el nom de "valor esperat" perqué és un bon predictor del resultat que hom
estima que succeira en les diverses realitzacions de I'experiéncia. En el cas que ens
ocupa aixo vol dir que podem estimar que la proporcio en la mostra seranp/n =p, és
a dir la mateixa que la proporcioé real en la poblacio. Ara, les mateixes lleis de la
probabilitat ja ens expliquen quin tipus de "garanties" podem tenir en aquesta

prediccio.

Aquesta idea és la que porta a la definicié de l'interval de tolerancia amb un risc del
5%:

Es aquell interval [p-t,p+t] tal que la probabilitat que la proporcié mostral quedi en
aquest interval sigui igual o superior al 95%.



Aixi, sempre que el programa treu un missatge que esmenta "l'interval de tolerancia de
[verd]" haurem d'entendre que ens referim a l'interval de tolerancia, amb risc del 5%,
gue la mostra seleccionada tingui un proporcié de [verd] pertanyent a aquest interval,
centrat en la proporcio real de [verd] en la poblaciéo amb qué es treballa.

Ara bé, el cami de la inferéncia estadistica és invers a aquest. No treballarem amb la
proporcio real coneguda sind que tendirem a inferir el valor real de la proporcié de
I'esdeveniment estudiat prenent com a base el valor de la proporcié observada en la
mostra. En aquesta situacio es defineix "l'interval de confianca del 95%" com l'interval
format per totes aquelles possibles proporcions reals tals que la proporcié mostral
pertanyeria al corresponent interval de tolerancia amb risc del 5%.

Aixi quan, en l'opcié 3 de treball, el programa dibuixa "l'interval de confianca de la
mitjana de proporcions" observada en les mostres que s'han seleccionat, allo que en
realitat cal entendre és que, amb risc d'error del 5%, hom pot inferir que la proporcié
de I'esdeveniment [verd] en la poblacié estudiada pertany a aquell interval.

3.4. Metodologia d"Us

El nostre suggeriment metodologic d'Us del programa va ben lligat a un determinat
plantejament didactic que podria comencgar amb la simulaci6 a la classe, amb un
ampolla de mostreig -0 una bossa amb fitxes de colors-, de la presa de mostres d'una
poblacioé per tal d'observar quée succeeix amb les proporcions mostrals de
I'esdeveniment estudiat. De fet, el programa fara aixd mateix amb molta més rapidesa.

Per al treball informatic pot ser bo un Us inicialment col-lectiu, encara que, més
endavant, sera interessant que els alumnes puguin experimentar-hi individualment o en
petits grups.

3.4.1. Introducci6 dels conceptes d'interval de tolerancia i dinterval de
confianca

Comencem per fer veure als alumnes qué passa si s'extreuen moltes mostres d'una
poblacié. Primer amb mostres de la mateixa mida i després comparant els resultats
entre mostres d'una mida i mostres d'una mida més gran.

En aquesta opcid no hi ha (apart de les derivades de la presentacio grafica) cap
limitacié en el nombre de mostres que hom pot fer visuals. Es per aixd que també
podra servir el programa per donar la idea intuitiva que, quan es va repetint molts cops
I'experiéncia, el diagrama que representa les proporcions mostrals tendeix a acostar-se
a un model ben concret que, en el seu moment, ja sera presentat com la distribucio
binominal que, per altra banda, en la majoria de situacions que presenta el programa
pot ser aproximada per la distribucié normal.

Quan s'hagi acabat I'extraccié de mostres d'una mida, l'usuari haura d'indicar quin és
I'interval on ha quedat "la majoria” de proporcions mostrals, eliminant, de forma ben
intuitiva, les que es puguin considerar "anomales".

Convé gue l'alumne s'adoni que, quan augmentem la mida de la mostra, aquest interval



es fa cada vegada més petit. Per aixo el programa ens permetra treballar amb diverses
mides. Finalment, quan haguem acabat la fase d'observacié es podra comprovar com el
valor real de la proporcio de I'esdeveniment estudiat en la poblacio total queda dins
dels intervals seleccionats.

Per donar la maxima flexibilitat en el treball d'aquest i dels altres apartats, per cada
poblacio i per cada tipus de treball que es vol fer amb ella, I'usuari escollira mostres de
3 mides diferents i, per cada mida, quantes mostres vol considerar.

Després del treball comentat és probable que I'alumne hagi adquirit ja el concepte
d'interval de tolerancia i podrem passar a la part central del programa (opcions 2 i 3).

Amb l'opcid 2 treballarem coneixen la proporcio real i l'interval de tolerancia
corresponent a la mida de mostres seleccionada. Després d'observar un nombre
relativament gran de mostres de cada mida és probable que alguna de les proporcions
mostrals hagi quedat fora de l'interval de tolerancia. En acabar la fase d'observacié
d'aquesta opcio sera mostrat en pantalla el percentatge de proporcions mostrals que
han quedat dins de l'interval de tolerancia i, com que els intervals de tolerancia ho son
amb risc del 5%, convé prendre un gran nombre de mostres a fi i efecte que quedi clar
el concepte.

El pas, conceptualment ben important d'interval de tolerancia a interval de confianca
haura de ser explicat pel professor. Aquest és el que convé aplicar en casos d'enquestes
-presa de mostres- reals quan volem tenir una certa mesura del grau de certesa que
podem donar a les nostres conclusions. Per fer-ho més semblant a un cas real, quan
treballem aquesta part és aconsellable prendre un nombre reduit de mostres.

Acabada la presa de mostres de cadascuna de les mides es dibuixen els corresponents
intervals de confianca (prenent com a estimacio el valor de la mitjana de les

proporcions si s'ha pres més d'una mostra). El programa mostra finalment el valor real
de la proporci6 estudiada en la poblaci6 total i aixi es pot comprovar si aquest valor
gueda dintre dels intervals de confianga, cosa que succeira quasi sempre (pensem que
el risc és, només, del 5%).

Vegi's el grafic 5 que transcriu un bolcat de pantalla corresponent a aquesta opcioé de
treball.

3.4.2. Exemple en relacié al "factor de risc"
(opcid 4 del programa)

S'ha pensat que era convenient poder fer un exemple d'aplicacié, en el mateix
programa, dels conceptes treballats.

Sovint sentim a dir frases del tipus "I'homosexualitat €s un factor de risc per tenir la
SIDA" o bé "I'habit de fumar entre la classe médica és significativament més alt que en
el conjunt de la poblacié”. Quin plantejament tedric tenen afirmacions com aquestes?.

Per tal de poder-hi treballar, des del punt de vista intuitiu com en la resta del
programa, hom mostrara, en la mateixa poblacié amb qué es treballi, com a caracter
suplementari, [tenir X] o [no tenir X].



Aixi tindrem quatre subpoblacions:
[verds amb X], [verds sense X], [vermells amb X], [vermells sense X], i voldrem
estudiar si el caracter [verd] és un "factor de risc" per "tenir X". (Vegi's els grafic 6).

Caldra suposar que és coneguda la proporcio de [verd] en la poblacié total (i, doncs,
es mostrara de seguida) i els intervals de tolerancia en l'extraccié de successives
mostres. Llavors es dura a terme el treball d'extraccié de mostres, restringides a la
poblacié que manifesta el caracter [tenir X]. Com s'ha dit per a I'opcié 3, a fi i efecte

de fer una actuacio semblant a la de situacions reals, sera recomanable triar un nombre
ben reduit de mostres de cada mida. L'acostumada visualitzacio de resultats permetra
decidir la resposta al nostre estudi. (Vegi's el grafic 7).

Perque es diu que "I'homosexualitat és un factor de risc per tenir la SIDA"? Perqué si
prenem una mostra de malalts de SIDA, la proporci6 en ella d'homosexuals és "molt
més alta" que la proporcié d'homosexuals en la poblacio total. Rigoritzar aquesta idea
de "molt més alta" porta a dir que la proporcio en la mostra queda fora de l'interval de
tolerancia de la proporcié del caracter estudiat en la poblacio total.

Semblantment podrem treure conclusions -no massa alentadores- si veiem que en una
mostra aleatoria presa d'entre la classe medica la proporcio de fumadors no solament
€s més gran que la proporcié de fumadors en la poblacié total sind que, fins i tot,
gueda fora de l'interval de tolerancia.

Queda dit, doncs, que perqué puguem respondre afirmativament sobre el fet que el
caracter [verd] és un factor de risc per [tenir X], caldra que les mostres considerades
(restringides a la subpoblacié que té X) ens donin proporcions de [verd] no incloses a
l'interval de tolerancia. Nomeés si aix0 passa, i no solament si hi ha una discrepancia
entre unes proporcions i l'altra, voldra dir que podem parlar d'un "factor de risc" o
lligam especial entre els caracters estudiats.

Per tal de comprovar si les conclusions tretes de la part grafica de presentacio de
proporcions mostrals concorden amb la realitat, el programa facilita una sortida
numerica de proporcions reals, tal com es pot veure a grafic 8. Se'ns dona:

* La poblacio real de [verd] en la poblacio total i I'interval de tolerancia corresponent a
la mida de mostres considerada en darrer lloc (que és recomanable que sigui la més
gran).

* La proporcid de [verd] restringida a la subpoblacié que manifesta el caracter [tenir
X].

* La proporcio de [verd] observada en les mostres considerades en darrer lloc, que ho
son restringides a aquells que [tenen X].

La denominacio de "factor de risc" es refereix, és clar, a aquells casos en els que les
proporcions observades (relatives a [tenir X]) sén més grans que les de l'interval de
tolerancia i, a més ens fan pensar que [tenir X] és un esdeveniment "dolent”. Pero el
mateix concepte s'aplica a tots els casos de "comportament molt anomal” de les
proporcions relatives a la poblacio que [té X] respecte les proporcions de [verd] en la
poblacié total, cosa que fa pensar en una especial associacio entre aquests dos
caracters.



3.4.3. La tria de poblaci6

Per acabar la descripcid metodologica del programa ens queda per dir com és triada en
cada cas la poblacio i, si s'escau, el tenir X o no.

Per tal de decidir el color de cadascun dels 1024 individus el programa tria
aleatoriament un PROBABILITAT i va escollint valor de RND. Si el valor surt menor
gue la PROBABILITAT, sera de color verd; si surt major, vermell.

En cas d'haver de posar X a alguns individus s'actua, una vegada ja triada la poblacio
d'una forma semblant. Es trien PROB1 i PROB2. Quan considerem un individu amb
color verd, si el RND que es tria és menor que PROB1, aquell individu tindra X; si és
major, no. Si l'individu és de color roig s'actua semblantment amb PROB2.

Es facil que algu plantegi si podria ser interessant que l'usuari pogués triar aquests
valors PROBABILITAT, PROB1, PROB2. No s'ha fet aixi perqué creiem que no
donen cap valor afegit al programa ni permeten cap variacioé teorica. Creiem, en canvi,
gue és interessant l'aleatorietat.

Polsew 1*espaiador per a continuar

Grafic nim 1. Presentaci6 de la poblacié amb que es treballa.
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Grafic num 2. Opcio6 1 de treball. Possibilitat de seleccié de moltes mostres de la
mateixa mida. Es pot veure en pantalla una de les mostres seleccionades.
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Fil acabar Espaiador per a continuar
Grafic num 3. Opcid 2 de treball. La proporci6 real de [verd] és coneguda i es mostren
els percentatges de proporcions que han quedat dins de l'interval de tolerancia.
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Grafic num 4. Opci6 3 de treball: interval de confianca.
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Fil acabar Espaiadsr per a cantinuar
Grafic nam 5. Opcio6 3 de treball: finalment es mostra el valor real de la proporcié de
verd en la poblacié total.



2 Huesta #s 1a poblacid ash
g la wanifestacid del carac-
B ter [tenir i1

EEEEEE [T u
A £ = I 2 S I 2
Polsew 1*espaiador per a continuar

Grafic num 6 Presentacio de la poblacié amb el caracter suplementari [tenir X].

Hida 30

Hida 30

Nida 20 r v v v v v
Prop. en les wostres 0 1 2 3 4 5 & 7 2 a9 1
rel.a i

Polsew 1*espaiador per a condixer els walors reals

Grafic num 7. Opci6 4 de treball en un cas en qué [verd] si es factor de risc per [tenir
X].
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Fil acabar Espaiador per a continuar

Grafic num 8. Sortida numerica de dades en el mateix cas del grafic anterior.



