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3. TEMATICA

Representacio i calcul dels limits laterals en un punt finit d'una funcié triada dins d'un
conjunt d'exemples proposats.



4. OBJECTIUS
El programa es proposa constituir:

- una colleccié de grafiques de funcions que sigui apta per a observar determinades
particularitats d'aquestes i relacionar- les amb la seva expressio analitica.

- un instrument per a la manipulacié interactiva del concepte de funcié com a métode de
transformacié de nombres destacant els seus aspectes dinamics, i del concepte de grafica
com a representacié dels valors obtinguts.

- una ajuda per a la introducci6 i consolidacio del concepte de limitila seva
interpretacio, i per distingir i inventariar les diverses situacions que poden suscitar-se en
el calcul d'un limit.

No és objectiu del programa I'aprenentatge dels métodes de calcul efectiu de limits d'una
funcio en un punt.

5. PLANTEJAMENT METODOLOGIC

L'estreta relacio entre els conceptes de limit i de continuitat en un punt fa que sigui
convenient, en tota exposicio, deixar clara la seva articulacié quant a I'ordre en qué es
presenten i s'entrellacen.

Aquest programa se centra exclusivament en el concepte de limit i més concretament en
el de limit lateral. Deixa de banda, doncs, la consideracio del limit propiament dit d'una
funcié en un punt. Tampoc es troba al seu abast I'estudi del limit quan la variable tendeix
a infinit, tema estretament lligat a les successions.

El programa fa una introduccié a la idea de limit lateral, mostrant en forma numeérica i
grafica el procés d'aproximacié de X a un valor donat i la corresponent evolucié de F(X).
Durant la major part de la seva execucio no utilitza ni presenta cap definicio matematica
de limit.

També es manté neutral respecte de la continuitat, sense que hi hagi cap allusio a la
terminologia relacionada amb ella.

El lligam entre les nocions de limit i continuitat establert per la relacio

F és continua en A <--> lim F(X)=F(A)
X-->A

€s emprat implicitament en la darrera part del programa i pot ésser llegit en el sentit que
concordi amb el plantejament que s'hagi donat a tot el tema.



El programa pot, doncs, utilitzar-se en dos contextos:

- partint del concepte intuitiu i grafic de continuitat, per observar diverses situacions i
caracteritzar-les numéricament mitjan¢ant la idea de limit d'una successio de valors.

- partint del concepte d'aproximacio i donant-ne una interpretacié grafica, per detectar el
seu diferent comportament segons on s'acosti la variable, i assignar a cada cas el nom
adequat per a descriure'l.

6. CONEIXEMENTS PREVIS
Convé que l'alumne tingui present, durant I'execucié del programa:

- la terminologia i notacio basiques sobre funcions i el significat de les seves grafiques.
- la definicio, domini i propietats elementals de les funcions fonamentals que hi
intervenen.

- alguna nocio sobre la forma de les grafiques de les funcions més conegudes

- la distinci6 entre intervals oberts i tancats

- el concepte, formalitzat o no, de punt d'acumulacio.

- la possibilitat de definir una funcié per trossos i de definir arbitrariament la imatge d'un
valor.

Un coneixement del concepte de limit per a successions pot fer més entenedors alguns
detalls, pero no és imprescindible.

7. NIVELL

El programa esta dirigit als alumnes dels actuals cursos Segon i Tercer de Batxillerat als
quals hom vulgui introduir en els temes "Limit d'una funcié en un punt" i "Continuitat".
L'amplitud del camp de funcions que siguin familiars als alumnes obligara a una seleccio
dels exemples que puguin triar-se en cada moment. Pot aconsellar-se un retorn al
programa quan els horitzons del treball s'hagin dilatat fins a incloure totes les funcions
elementals, algebraiques i transcendents.

8. ESTRUCTURA DEL PROGRAMA

El desenvolupament del programa és essencialment lineal. El treball amb un exemple
determinat implica I'eleccio successiva de:

1) I'exemple

2) l'objectiu

3) el costat d'aproximacio
4) I'inici de I'aproximacio



i continua fins a la presentacio del limit. Després és possible reemprendre I'execucié
modificant a voluntat una de les eleccions fetes a 1),2) o 3). En tot moment pot
abandonar- se el programa prement F1.

El diagrama de la pagina 11 illustra aquestes consideracions.

9. IMPLEMENTACIO DIDACTICA

La primera accio que el programa efectua, un cop triat I'exemple que hom desitja, és
I'escriptura de I'expressio de la funcid corresponent i la representacié de la seva grafica.
Cal aturar-se agui uns moments.

Hom observara que la funcié apareix definida en diversos intervals, alguns dels quals
poden ésser tancats per un o els dos extrems. La grafica no fa visible aquesta distincio, i
els alumnes han de raonar els motius que han conduit a fer-la.

En primer lloc, els intervals estan sempre inclosos en el domini de la funcio, i si els
alumnes coneixen quelcom sobre el domini podran comprovar-ho cercant en cada
férmula els valors de X que puguin ésser "problematics” i veient, en sentit contrari, que
els extrems dels intervals oberts corresponen, generalment, a valors que no tenen imatge.
En segon lloc, han de fixar-se que una mateixa abscissa no pot ésser extrem de dos
intervals tancats en ella. Per aixo en alguns exemples l'atribucio d'un punt a un qualsevol
de dos intervals contigus ha estat feta arbitrariament en no existir problemes de domini, i
cal remarcar que un canvi d'aquesta atribucié no seria visible a la grafica.

Finalment, pot mancar una definicié de la funcio en algun interval; els alumnes han de
veure que aixo correspon a funcions que exclouen del domini intervals sencersino ja a
punts aillats.

Quan la grafica pot enganyar quant a I'existéncia d'imatge d'alguna abscissa, ha estat
deixat en el seu lloc un senyal o "forat" prou ampliat per ésser facilment distingible.
L'experiencia mostra que els alumnes es familiaritzen molt aviat amb aquest simbolisme.
Quan la definici6 de la funcié en un punt esta feta independentment de la que correspon
als intervals adjacents a aquest punt, apareix també aixi en la designacio i com un cercle o
"punt gros" a la grafica.

En la major part dels exemples hom empra una sola expressio de la funcig, que es
repeteix en cada interval identicament. Aix0 pot semblar reiteratiu als alumnes, que -no
gaire ben acostumats- prefereixen fer abstraccio del domini a I'hora de donar una
definicié. Es important, en canvi, que no separin massa aviat I'expressio simbolica del seu
domini de validesa, i que el facin constar explicitament tal com fa el programa.

La darrera tasca que cal dur a terme abans de continuar és la identificacio, tant com sigui
possible, de la grafica i de les seves parts. La preséncia de l'origen i d'un (com a minim)
dels extrems visibles de I'eix d'abscisses ha d'ésser suficient per imaginar la posicié dels
intervals i dels punts que entren a la definici6. Certa familiaritat amb les formes de les
grafiques d'algunes funcions senzilles permet de reconéixer-les quan apareixen. Si es



tracta de funcions més complexes o encara no conegudes per l'alumne, el programa pot
servir-li d'introduccio.

Un cop establerta la identitat de la funcié estudiada i verificades la seva escriptura i la
seva correspondéncia amb la grafica el professor pot formular certes quiestions associades
a una lectura purament visual de la situacio: a més a més de I'observacio del domini, ja
esmentada, pot dirigir I'atencio vers conceptes com els de recorregut, monotonia,
injectivitat, simetries, etc.

El programa es configura aixi, en una primera lectura, com un magatzem d'exemples amb
els quals treballar, a un nivell elemental, diverses nocions associades a l'estudi de les
funcions.

La modificacio de la posicié de I'eix d'abscisses, a qué cal donar resposta a continuacio,
no és gaire rellevant des d'aquest punt de vista, ja que el seu interes esta molt lligat a la
representacio de limits. Ara bé, és una forma eficag de convencer els alumnes refractaris
a la convencié de la "finestra" que la grafica s'estén, visible o no, a tot el domini que ha
estat precisat en la definici6.

Si ara no es confirma I'opcio triada com a exemple podem passar a un altre, ja sigui
cercant-ne un de més adequat o, més naturalment, realitzant una exploracié del conjunt
d'exemples, i treballant amb ells de la forma analitzada fins ara.

El pas a I'estudi del limit té diverses etapes:
1) eleccio de I'objectiu

En el programa s'anomena "objectiu” el valor A al qual s'aproxima l'abscissa X. Pot ésser
triat lliurement per I'alumne entre les abscisses visibles a la finestra, estiguin o no dins del
domini.
Hi ha una sola restriccié a I'eleccio d'A: el programa el rebutja raonadament si €s interior
a un interval en qué la funcié no esta definida, és a dir, si no és un punt d'acumulaci6 del
domini.

La nocio6 de punt d'acumulacié, deixant estar les seves ramificacions topologiques, és
essencial en la definicié de limit. Malgrat la raresa del seu Us i del seu nom en aquests
nivells, el seu significat és senzill d'assimilar i també les raons de la seva importancia .
Quan aparegui aquesta restriccié -només present en dos exemples- el professor haura de
remarcar- ho i procedir, si de cas, a un refinament de la idea de limit que pugui haver
donat previament.

Quin objectiu convé triar? De cara a l'eficiencia didactica del programa és millor
descartar:

a) els objectius que tinguin imatge fora de la finestra grafica, perque el programa deixara
llavors de tenir resultats "visibles". Si ha estat triat aixi un missatge ho informa i ofereix la
possibilitat de canviar-lo.

b) els objectius massa artificiosos, amb diversos decimals o indistingibles practicament
dels extrems dels intervals.



L'estudi del limit en un objectiu interior al domini és convenient algunes vegades, pero pot
cansar aviat pel seu escas marge de sorpresa. EIl moment en qué els alumnes comencin a
reaccionar en aquest sentit €s important, car llavors comenca a haver-hi una comprensio
correcta del concepte de continuitat en un punt. L'atencio es desplaca llavors naturalment
als punts fronterers, on realment passen les coses interessants.

Un cop triat I'objectiu A, el programa calcula la seva imatge F(A) i si no existeix ho diu
explicitament. El professor ha de tranquillitzar, en aquest darrer cas, els alumnes
sensibilitzats -tant de bo fossin tots!- a les quiestions de domini.

En tot cas apareix en I'eix d'abscisses un senyal quadrat corresponent a X=A. Atencid: no
és la representacio de (A,F(A)). Els alumnes ja aniran veient que F(A) no té un paper
gens interessant en la resta del programa.

2) eleccio del costat

Té, obviament, dues opcions. Si l'objectiu és un extrem de la finestra només és admissible
una d'elles. Quan l'objectiu és a la frontera d'un interval exterior al domini tampoc no és
possible -i aixi ho explica el programa- una de les opcions.

3) eleccid de l'inici de I'aproximacio

En les primeres execucions convé que es trobi en el mateix interval que I'objectiu; més

endavant podra situar-se més lluny per constatar -i la idea és important- que el limit ve
lligat al comportament en els punts proxims a I'objectiu i que els altres no hi tenen res a

veure.

També és convenient, d'entrada, que la funcié sigui monotona entre l'inici i I'objectiu. La
variant monotona de la convergencia és la captada en primer lloc pels alumnes.

El nucli del programa consisteix en la visualitzacio i calcul de les imatges de diversos
valors de X, cada cop més proxims a l'objectiu, i en I'analisi dels resultats aixi obtinguts.
En el procés hi ha, mentre és possible, un doble recolzament simultani: grafic i numéric.
Els alumnes han de marcar ara el ritme de treball i el professor haura, molt probablement,
de moderar-lo i dirigir I'atencio més enlla dels efectes visuals immediats.

Podem citar, en aguest sentit, que:

- a un nivell molt elemental, I'alumne ha de reflexionar sobre els fonaments del procés:
una grafica és un registre o diposit d'imatges, que podem obtenir d'una en una tracant
dues paralleles als eixos tal com ho fa el programa.

Aquesta concepcid, que és absolutament fonamental, ha estat sovint enfosquida per la
seva reciproca, que fa derivar la grafica de les imatges ja obtingudes. Ara és una bona
ocasié per a insistir-hi.

- el control dels valors numerics que van apareixent no pot dur- se a terme de forma
efectiva més que en casos molt senzills (funcions constants, lineals, etc.). Es molt util



anar observant les seves tendencies de creixement o decreixement, el seu ritme de
variacio i, sobretot, la seva eventual aproximacio al valor de F(A) que roman escrit a
l'angle superior dret. Correlativament, les marques fetes a I'eix d'ordenades per a cada
imatge calculada s'aniran condensant o separant segons els casos.

Aquest procés de calcul grafic d'imatges es dona per acabat quan X és suficientment a
prop de I'objectiu. En tal moment els alumnes poden efectuar diverses conjectures basant-
se en l'observacio de la grafica, dels valors numerics, i de la imatge de l'objectiu. Les
conjectures seguiran normalment el model "si X continua aproximant-se a A llavors
F(X)..."; la seva formulacié és un important objectiu del programa, car pot representar la
primera aparicio del concepte de limit en la forma més directa i assequible.

Es ara quan la paraula "limit" intervé per primer cop en el programa, exigint una actuacio
per part de l'usuari, el qual pot passar directament al limit o continuar, si sembla necessari,
efectuant aproximacions numeriques.

En cas d'haver elegit aquesta darrera opcio, la grafica roman immobil i van calculant-se al
ritme desitjat les imatges de valors de X cada vegada més proxims a lI'objectiu, sense
arribar, pero, a prendre el valor d'aquest. L'obtencié de valors esdevé impossible quan,
amb l'ordre de precisio de 'aparell, coincideixen els valors de X i de I'objectiu. Es
important explicar els motius d'aquesta restriccié, que serveix per a insistir en una questid
primordial: el limit esta totalment deslligat de la imatge de I'objectiu. Caldra també
remarcar que aquesta "proximitat” ha d'ésser, en la definicio de limit, una distancia
arbitrariament petita que I'ordinador no pot aconseguir. El calcul pot ésser abandonat en
qualsevol moment per passar al valor del limit.

La darrera fase és estatica: el programa informa de I'existencia o no del limit lateral de la
funcié en el punt i, en el primer cas, comunica el seu valor que pot ésser finit o infinit.
Quan el limit coincideix amb F(A) es mostra a més a més I'expressio simbolica obtinguda
en substituir X per A en el corresponent fragment de la funcid, cosa que pot servir per a
comprovacio.

Es convenient retornar llavors a la grafica, desproveida de tots els additaments que el curs
del programa ha anat afegint, per interpretar-hi el resultat obtingut i proposar
progressivament la terminologia descriptiva de cada situacié un cop analitzada
numericament. Es el moment d'introduir els mots "continuitat" i "discontinuitat" i les
diverses distincions d'aquesta.

Un complet aprofitament de I'exemple passa per la repeticié de les fases anteriors per a
I'altre costat d'aproximacio, per tal d'observar la possible diferencia de comportament

entre els dos i justificar aixi els noms "limit per la dreta" i "limit per I'esquerra”. Com ja ha
estat dit, el programa no els compara ni estableix conclusions en aquest sentit; el
professor ha d'introduir el terme "limit" i les notacions adequades per a cada cas.

10. INSTRUCCIONS DE FUNCIONAMENT

El programa es posa en marxa escrivint el seu nom LIMLAT.



11. EXEMPLES

El programa disposa d'un repertori de 25 exemples raonablement exhaustiu. Un seguiment
detallat de tots ells resulta potser massa llarg per a un curs ordinari, i cal triar els més
adequats als proposits i circumstancies.

S'ha intentat d'evitar els exemples artificials, privilegiant els integrats per una anica funcié

i reduint al minim indispensable els descrits per dues o més funcions. El ventall de
funcions involucrades és molt ampli i compren la major part de funcions fonamentals, tant
algebraiques com transcendents.

Els exemples poden agrupar-se segons diferents criteris, alguns dels quals s'especifiquen a
continuacié com a guia per al professor:

a) funcions exclusivament algebraiques: 1, 2, 9, 10, 11, 15, 16, 17, 20, 23, 24
b) amb funcions trigonometriques: 4, 8, 12, 14, 25

c) amb exponencials i logaritmes: 3, 5, 13, 18, 19, 21, 25

d) amb funcions part entera i valor absolut: 6, 7, 21, 22

e) descrits per una sola formula: 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 22
f) descrits per dues férmules: 16, 19, 20, 21, 24, 25

g) descrits per tres formules: 17, 18, 23

h) amb punts definits separadament: 14, 15, 23, 24, 25

i) amb intervals fora del domini: 9, 10

j) amb una discontinuitat asimptotica: 1, 3, 4, 21, 24

k) amb dues discontinuitats asimptotiques: 2,10

[) amb una discontinuitat asimptotica per un sol costat: 5, 20

m) amb una discontinuitat de salt: 6, 7, 8, 16, 23

n) amb discontinuitats evitables: 11, 12, 13, 19, 22, 25

0) amb un punt aillat: 15

En les figures 1 a 25 poden veure's les grafiques i férmules dels 25 exemples, amb la
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