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Introduzione

Generalmente un poligono può essere molto omplesso: può essere omposto

da alune miliaia di vertii, può essere onavo o onvesso e può ontenere

buhi. Per questi motivi vi è spesso la neessità di deomporre il poligono in

omponenti più semplii he possono essere failmente e veloimente gestite.

I poligoni piani possono essere deomposti in diversi modi, ad esempio, in

triangoli, in parti onvesse, in trapezzoidi oppure in poligoni star-shaped.

Il alolo della triangolazione di un poligono piano è un algoritmo fondamen-

tale nella geometria omptazionale. Ad esempio l'algoritmo di Kirkpatrik

per la riera di un punto all'intenro un poligono presuppone he il poligono

sia triangolato, anhe aluni algoritmi per il alolo dell'itersezione tra poli-

goni presuppongono he i poligoni siano triangolati.

Ogni poligono semplie ha una triangolazione. Questo dipende dal fatto

he ogni poligono ha almeno una diagonale se ha almeno un vertie onvesso.

Da questa osservazione si può onludere he:
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� ogni poligono on n=4 vertii ha una diagonale;

� ogni poligono on n vetii può essere partizionato in triangoli aggiun-

giendo le possibili diagonali.

Esistono molti modi per triangolare un poligono di n vertii, tutti questi

modi hanno però in omune il numero di diagonali: n - 3 ed il numero di

triangoli n - 2.

Per alune appliazioni è essenziale he il minimo angolo interno di ogni

triangolo sia massimizzato, in questo modo viene evitata la produzione di

triangoli allungati, questo tipo di triangolazione viene detta di Delaunay. Gli

algoritmi basati sulla triangolazione di Delaunay produono triangolazioni di

qualità elevata.

1 Algoritmi basati sull'inserimento di diagonali

1.1 Approio Diretto

Un algoritmo basato sull'esistenza di almeno una diagonale all'interno di un

poligono on almeno 4 vertii, si può riassumere nel seguente modo:

1. Trova una diagnale. Tale diagonale divide il pligono in due

poligoni

2. Applia riorsivamente l'algoritmo su entrambi i poligoni

ottenuti al passo 1

3. L'algoritmo termina quando non è più possibile trovare una

diagonale, ioè quando il poigono è stato ompletamente

suddiviso in triangoli.

La riera della diagonale al punto 1 dell'algoritmo, onsiste nel segliere una

oppia di vertii non onseutivi del poligono, quindi onsiderare tale oppia

gli estremi della possibile diagonale s. Se esiste un lato del poligono, i ui

estremi non inidono negli estremi di s, ma he intersea s, allora s non è una
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diagonale del poligono. Se non esiste un lato del poligono he intersea s, a

meno dei suoi vertii estremi, allora s è una diagonale del poligono. Nella

v1

v5

v5

v4
v2

v3

v1

a) b)

s

s’

Figura 1: a) Il segmento s non è una diagonale del poligono. b) Il segmento

s' è una diagonale del poligono.

�gura 1, viene onsiderato dapprima il segmento s, �gura 1a), tale segmento

non è una diagonale del poligono in quanto viene interseato dai lati v2� v3

e v3�v4 mentre in 1b) il segmento s

0

rappresenta una diagonale del poligono

in quanto non intersea nessun lato se non quelli inidenti nei suoi estremi.

Questo algoritmo alola tutte le possibili diagonali, e per ogni diagonale

veri�a la sua intersezione on tutti i lati del poligono e le diagonali già

trovate, pertanto la sua omplessità nel aso peggiore è O(n

4

).

1.2 Ear Searhing Methods

Il vertie v

i

di un poligono P , è detto prinipale se nessun altro vertie del

poligono giae all'interno del triangolo v

i�1

, v

i

, v

i+1

, oppure, in altre parole,

se nessun altro vertie di P giae all'interno della diagonale v

i�1

, v

i+1

. Un

vertie prinipale v

i

di un poligono semplie P è detto ear. Nella �gura 2a),

il vertie v

i

é un ear, mentre in �gura 2b) la diagonale v

i�1

, v

i+1

non è on-

tenuta nella nel poligono, quindi il vertie v

i

non è un ear. Si dimostra he

un qualsiasi poligono semplie, he non sia un triangolo ha almeno 2 ear he

non si sovrapongono tra loro, dove due ear v

i

e v

j

non si sovrappongono se

[v

i�1

; v

i

; v

i+1

℄ \ [v

j�1

; v

j

; v

j+1

℄ = ?.

L'approio diretto al alolo degli ear produe una triangolazione del poli-
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gono iniziale, on un algoritmo he ha una omplessità tempo di O(n

3

). Tale

algoritmo è stato proposto da Meisters [1℄.

Nel 1990 Elgindi, Everett e Toussaint svilupparono un algoritmo per la

riera degli ear in tempo O(n

2

) [2℄. Esso è basato sulla seguente osservazio-

ne: un good-subpolygon P

1

di un poligono semplie P , è un sottopoligono il

ui boundary di�erise da quello di P al più per un lato. Il good-subpolygon

osì ottenuto ha almeno un ear. L'idea base dell'algoritmo si riassume nei

seguenti passi:

1. dividere il poligono iniziale P in due sottopoligoni, tali he,

uno dei due sia un good-subpolygon on al più b

n

2

+1 vertii;

2. il passo preedente viene riorsivamente appliato ai due

poligoni ottenuti;

3. Il proesso di riorsione termina quando non

�

è più possibile

trovare un good-subpolygon, ioè quando il poligono è stato

ompletamente triangolato.

Nel aso peggiore l'algoritmo ha omplessitá O(n

2

) per un poligono on n

i+1V

Vi−1

Vi
i+1V

Vi−1

Vi

b)a)

Figura 2: a) i vertii v

i�1

, v

i

, v

i+1

formano un ear. b) la diagonale v

i�1

, v

i+1

non è ompletamente ontenuta nel poligono.
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vertii, in quanto la divisione del poligono iniziale, in due sotto poligoni ha

omplessità tempo O(n) ed il seondo passo viene ripetuto al più n volte.

1.3 Divide et Impera

Garey, Jonson, Preparata and Tarjan proposero un algoritmo divide et im-

pera la ui omplessità tempo per la prima volta fu minore di O(n

2

) [3℄. In

partiolare il loro algoritmo opera in tempo O(n log n) ed è omposto da

due passi. Il primo passo deompone il poligono semplie in sottopoligoni

monotoni, in tempo O(n log n), il seondo passo triangola i sottopoligoni

ottenuti in tempo lineare.

Un algoritmo on omplessità tempo O(n log

�

n) più semplie di quello

sviluppato da Garey, Jonson, Preparata and Tarjan, è l'algoritmo sviluppato

da Seidel [4℄. L'idea base dell'algoritmo di Seidel è de�nita in tre passi:

1. Il poligono viene suddiviso in trapezzoidi;

2. ai trapezzoidi viene aggiunta una diagonale;

3. le diagonali introdotte al passo preedente suddividono il

poligono in sottopoligoni he possono essere triangolati in

tempo lineare.

Il poligono viene suddiviso in trapezzoidi in tempo O(n log n) (�gura 3a)) e

le diagonali vengono introdotte in tempo ostante segliendo due vertii del

trapezzoide he non giaiono sullo stesso lato del trapezzoide �gura 3b). Il

passo 3 dell'algoritmo viene e�ettuato in tempo lineare poihé i sottopoligoni

prodotti al passo 2 sono formati da due atene monotone di lati, di ui una

delle due è formata da un solo lato, �gura 3).

Chazelle e Inerpi [5℄, svilupparono un algoritmo la ui omplessità tempo

dipende dalla forma del poligono. L'algoritmo ostruise una triangolazione

del poligono in tempo O(n log

�

s) dove s < n e n è il numero di vertii del

poligono. La quantità s misura la �sinuosità� del poligono, ioè quante volte

5



Figura 3: a) Poligono deomposto in sottopoligoni trapezzoidali.

b)Introduzione delle diagonali. ) Deomposizione del poligono in pezzi faili

da triangolare.
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il boundary del poligono ambia direzione formando �tratti di spirali� orien-

tati diversamente. In generale la quantità s è molto piola anhe in poligoni

molto omplessi e non dipende dal numero di vertii del poligono. L'idea

base per l'analisi della �sinuosità� del poligono, si basa sui ambiamenti di

orientamento della linea L[v

i

; v

i+1

℄, he passa attraverso i vertii v

i

e v

i+1

dove 0 < i < n. Ogni volta he L passa per la posizione vertiale girando

in senso orario (antiorario) un ontatore viene derementato. L desrive una

spirale (anti-spirale) se il ontatore non viene mai derementato (inremen-

tato) due volte in una suessione. Un anuova atena di vertii viene reata

quando la preedente essa di evolversi ome spirale o anti spirale.

Chazelle nel 1991 propose un algoritmo in grado di triangolare un poli-

gono semplie in tempo O(n) nel aso peggiore [6℄. La triangolazione viene

prodotta utilizzand una struttura hiamata visibility-map he a sua volta è

la generalizzazione di una deomposizione in trapezzoidi del poligono.

L'algoritmo proposto imita l'algoritmo merge sort. Il poligono di n vertii

viene diviso in atene di

n

2

vertii, e queste, in atene di

n

4

vertii e osì via.

La visibility-map di una atena è ottenuta faendo il merge delle visibility-

map delle reltive sotto atene. In questo modo, l'algoritmo ha omplessità

O(n log n). Chazelle migliora l'algoritmo dividendolo in due fasi. Nella pri-

ma fase viene alolata una versione grossolana delle visibility-map. Queste

visibility-map sono abbastanza grossolane da poterne fare il merge in tempo

lineare. Nella seonda fase le visibility-map, vengono ra�nate in tempo linea-

re. La triangolazione è in�ne prodotta dalla deomposizione in trapezzoidi

ottenuta dalle visibility-map.

2 Algoritmi basati sulla triangolazione di De-

launay

La triangolazione di un poligono onvesso puó essere ottenuta ome triango-

lazione di Delaunay, onsiderando i vertii del poligono, ome un insieme di
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punti del piano (�gura 4a)). Se il poligono non è onvesso i suoi lati vanno

onsiderati ome vinoli per la triangolazione.

Sia V un insieme dei punti del piano e L un insieme di segmenti, la ui inte-

sezione è vuota, ed aventi ome estremi vertii di V . La oppia G = (V; L)

de�nise il grafo dei vinoli.

Due vertii P

i

e P

j

sono detti mutuamente visibili se il segmento P

i

; P

j

non

intersea nessun vinolo oppure se appartiene ad L. Il grafo di visibilità di G

è la oppia G

v

= (V

v

; E

v

) dove V

v

= V e E

v

= f(P

i

P

j

jP

i

; P

j

2 V

v

e P

i

; P

j

)

sono mutuamente visibili rispetto a Lg, �gura 4b). Un aro appartenente ad

Figura 4: a) Proprietà del erhio vuoto. b) Mappa di visibilità. )

Triangolazione di Delaunay vinolata.

E

v

unise due punti mutuamente visibili rispetto ad L. Una triangolazione

vinolata di V rispetto ad L è il grafo T = (V ;L) = (V

t

; E

t

)) dove V

t

= V

e E

t

è il sotto insieme massimale di E

v

[ L tale he E

l

� E

t

e l'intersezione

tra gli arhi di E

t

è vuota tranne he nei loro estremi.

Una triangolazione di Delaunay vinolata (CDT) T = (V ;L) rispetto ad un

insieme di vertii V e ad un insieme di segmenti L è una triangolazione di

V , in ui per ogni triangolo t appartenente a T , la ironfrenza he insrive

t non ontiene nessun altro vertie appartenente a T he sia visibile dai tre

vertii di t (�gura 4)). In altre parole un triangolo t, appartenente ad una

triangolazione vinolata T , è di Delaunay se non esistono altri vertii di T

interni alla ironferenza he insrive t, he siano visibili dai tre vertii di t.

La triangolazione di un poligono semplie può essere generalmente alolata
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ome segue:

1. Calolare la triangolazione vinolata di Delaunay poligono

semplie rispetto all'insieme di vertii del poligono e on

vinoli gli arhi del poligono;

2. Rimuovere i triangoli he sono all'esterno del poligono.

Gli algoritmi per il alolo della triangolazione di Delaunay vinolata, posso-

no essere divisi in due gruppi: algoritmi per il alolo della CDT he hanno

ome grafo dei vinoli un poligono semplie, oppure algoritmi per il alolo

della CDT on grafo dei vinoli generale.

2.1 Algoritmi per il alolo della triangolazione vino-

lata di Delaunay per poligoni semplii

Un algoritmo on omplessità tempo O(n

2

) il ui approio è basato sul-

la visibilità dei vertii, è desritto in De Floriani, Falidieno, Pienovi [7℄.

L'algoritmo alola il grafo di visibilità dei vertii del poligono semplie Q in

tempo O(n

2

) ed il diagramma di Voronoi dei vertii diQ in tempo O(n log n).

La triangolazione di Delaunay del poligono viene alolata unendo ogni verti-

e P di Q ai vertii he sono visibili da P e he sono Voronoi-neighbours di P .

Un algoritmo he triangola il poligono in tempo O(n log n) è stato propo-

sto da Lee e Lin. L'algoritmo è basato sull'osservazione he due vertii t

1

e t

2

,

appartenenti al poligono P tali he il segmento t

1

t

2

sia ompletamente inter-

no a P , possono essere trovati in in tempo lineare. Il segmento t

1

t

2

suddivide

P in due sotto poligoni P

l

e P

r

. Tali sottopoligoni vengono riorsivamente

suddivisi e per ogni sottopoligono viene alolata la triangolazione vinolata

di Delaunay T

l

e T

r

. La triangolazione del poligono iniziale T viene ottenuta

dal merging di T

l

e T

r

.
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2.2 Algoritmi per il alolo della triangolazione vino-

lata di Delaunay per gra� dei vinoli generali

Un algoritmo he neessita di una fase di preproessing è quello proposto da

Boissonnat [8℄. La fase di preproessing ha lo sopo di trasformare il porble-

ma della triangolazione di poligono semplie e piano, in un problema per la

triangolazione di Delunay per un insieme di punti generii.

L'idea base è quella di modi�are l'insieme dei vertii del poliogno aggiun-

gendo dei punti he stanno sui segmenti he de�nisono i vinoli, in questo

modo la triangolazione ottenuta ontiene neessariamente i vinoli. Il vin-

olo e è un aro di Delunay se la ironferenza avente ome diametro e non

intersea nessun altro vinolo. Se la ironferenza assoiata ad e intersea

qualhe altro vinolo allora e viene splittatto in modo he le ironferenze

assoiate ai sotto segmenti ottenuti non intersehino altri vinoli. Se due

vinoli si interseano nei loro punti estremi, viene aggiunto un nuovo punto

in entrambe i segmenti. La ironferenza he insrive il triangolo formato

dai due nuovi punti e dal punto he i due segmenti hanno in omune, non

intersea nessun altro vinolo.

Questo algoritmo ha omplessità tempo O(n log n) e genera al più O(n)

nuovi punti.

Il metodo proposto da Boissonnat assume he i punti ed i vinoli siano

prede�niti all'inizio del proesso di triangolazione. Il metodo proposto da De

Floriani e Puppo [9℄, risolve il problema CDT aggiornando in modo inre-

mentale la triangolazione, aggiungendo nuovi punti e nuovi vinoli.

Viene alolata una triangolazione iniziale, ad esempio un triangolo oppure

un rettangolo (diviso in due triangoli) ontenente l'intero dominio ed in modo

inrementale vengono aggiunti i nuovi punti ed i vinoli. Quando l'ultimo

punto o vinolo è stato aggiunto il triangolo (rettangolo) iniziale viene elimi-

nato.

L'algoritmo ha omplessità O(ln

2

) dove l è il numero di vinoli ed n il numero

di vertii della triangolazione.
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2.3 Proprietá di aluni degli algoritmi itati

In questa sezione gli algoritmi proposti da Meister, desritto nella sezione

1.2, Seidel, desritto nella sezione 1.2 e l'algoritmo di De Floriani Puppo,

desritto nella sezione 2.2 vengono onfrontati al �ne di stabilire la qualità

della triangolazione prodotta e della possibilità di utilizzo on poligoni non

semplii.

In �gura 5 viene mostrato un esempio di ome un poligono semplie viene

Figura 5: a) Ear utting. b) Algoritmo di Seidel. ) Triangolazione vinolata

di Delaunay.

triangolato utilizzando i tre algoritmi.

In �gura 5a) possiamo vedere he Ear utting alola la triangolazione di

minore qualità, ioè quella on triangoli più allungati. Una triangolazione di

qualità migliore viene alolata dall'algoritmo di Seidel 5b). Questi risultati

sono dovuti al fatto he in entrambe i asi, gli algoritmi non hanno me-

anismi per il ontrollo della qualità dei triangoli generati. Il risultato on

qualità migliore viene ottenuto dall'algoritmo per il alolo della triangola-
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zione vinolata di Delaunay, �gura 5), anhe se aluni triangoli appaiono

anora allungati.

A parte Ear utting, gli algoritmi trattati nella sezione 1 possosno essere

estesi al trattamento di poligoni non semplii. Gli algoritmi he alolano la

triangolazione di Delaunay vinolata sono partiolarmente adatti al tratta-

mento di poligoni non semplii, in quanto il boundary dei buhi può essere

trattato ome un insieme di vinoli.
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