
La Programmazione on Vinoli

nel ontesto del orso IA II



Che os'�e?

� Per molti problemi (ad esempio problemi di ottimizzazione)

l'obiettivo �e quello di potere modellare le relazioni esistenti

tra gli oggetti e trovare gli oggetti he le soddisfano

� Un vinolo rappresenta una relazione tra un insieme di

oggetti, impliitamente de�niti dal vinolo nel quale om-

paiono

Esempio: F = 1.8 * C + 32

dove C ed F sono rispettivamente le temperature Celsius

e Fahrenheit

Il vinolo de�nise la relazione esistente tra F eC (de�nizione

impliita degli oggetti)

� Pi�u in generale:

{ Constraint primitivo (vinolo primitivo): formula

atomia di una teoria logia deidibile

{ Constraint (vinolo): ongiunzione di vinoli primi-

tivi

� La programmazione on vinoli introdue il onetto di

vinolo all'interno di linguaggi di programmazione
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Che os'�e?

� Pregio prinipale: dihiarativit�a Si spei�ano le propriet�a

degli oggetti del disorso senza spei�are direttamente gli

stessi

� La programmazione on vinoli rappresenta un settore mul-

tidisiplinare. Combina tenihe:

{ matematihe

{ informatihe tradizionali

{ tenihe di AI

{ riera operativa

{ alolo numerio

{ ...

e pi�u reentemente tenihe tipihe delle basi di dati

� Nel ontesto di questi seminari analizzeremo due aspetti

relativi alla programmazione on vinoli:

{ tenihe di propagazione dei vinoli

) sviluppate prinipalmente nel ontesto AI, relativa-

mente al ontesto CSP (onstraint satisfation prob-

lems)

{ appliazioni dei vinoli nel ontesto basi di dati

) direzione di riera molto reente
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La Propagazione dei Vinoli in CLP
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Introduzione al CLP

� Il vantaggio prinipale della programmazione logia risiede

nella dihiarativit�a

� La programmazione logia presenta due problemi di base:

{ gli oggetti manipolati non sono interpretati e l'uguaglianza

oinide on l'uguaglianza sintattia

{ le omputazioni orrispondono ad una visita depth-�rst

dell'albero di derivazione (proedura di generate and

test)

) problemi di eÆienza

� Constraint Logi Programming (CLP) era di ri-

solvere i problemi preedenti introduendo onstraint (vin-

oli) nel ontesto delle regole logihe

{ Constraint primitivo (vinolo primitivo): formula

atomia di una teoria logia deidibile

{ Constraint (vinolo): ongiunzione di vinoli primi-

tivi

� CLP permette di superare i problemi sopra delineati:

{ introdue oggetti interpretati nelle regole logihe

{ rimpiazza l'uni�azione on l'operazione di onstraint

solving

{ usa i vinoli passivamente (veri�a soddisfaibili�a) e

attivamente (generazione nuovi valori e relativo ut

dell'albero di derivazione)
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CLP: sintassi

Dominio dei vinoli

Ogni dominio �e aratterizzato da:

� una segnatura �

C

� una struttura su �

C

he rappresenta l'interpretazione in-

tesa dei vinoli

� una teoria su �

C

he rappresenta le propriet�a del dominio

� una funzione, hiamata solver he mappa ogni elemento

di L

C

in true, false or unknown, in relazione alla sua sod-

disfaibilit�a

Programma CLP

Programma logio in ui le regole possono ontenere vinoli

espressi seondo la teoria preselta

Regola CLP

H  

1

; :::; 

n

�B

1

; :::; B

n

nella regola preedente 

i

, 1 � i � n rappresenta un vinolo

primitivo su un erto dominio C
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CLP: sintassi

Esempio

Dominio dei numeri reali:

� La segnatura �e omposta da �,�,<;>;= ome simboli

di prediati, le quattro operazioni +,-,*,/ ome simboli di

funzione, e sequenze di ifre intere e deimali ome simboli

di ostante

� L'interpretazione intesa �e data da IR on le tipihe oper-

azioni sui reali

� La teoria dei ampi reali hiusi �e una teoria per IR

� Un solver per IR �e stato implementato nel sistemaCLP (IR)

� Esempi di vinoli primitivi:

�23X � 2Y � Z

X � 10Y � 2
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CLP: sintassi

Esempio

Data la de�nizione di un pasto ome omposto da un antipasto,

un piatto prinipale e un dessert ed un database di ibi, on-

tenente informazioni sul loro valore alorio, il seguente pro-

gramma CLP determina i pranzi leggeri ome quelli la ui

somma delle alorie non eede 10

pranziLeggeri(A,M,D)  I > 0,J > 0,K < 0,I + J + K <= 10 �

antipasti(A,I),piattiPrinipali(M.J), dessert(D,K)

piattiPrinipali(M,I)  arne(M,I).

piattiPrinipali(M,I)  pese(M,I).

antipasti(insalata,1).

antipasti(formaggi,6).

arne(manzo,5).

arne(maiale,7).

pese(sogliola,2).

pese(tonno,4).

dessert(frutta,2).

dessert(gelato,6).
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CLP: semantia

In analogia on la programmazione logia, sono state proposte

tre semantihe per il CLP:

� top-down

� �xpoint

� model-theoreti

Senza entrare nei dettagli:

� i risultati intermedi di una omputazione CLP sono om-

posti da un onstraint store e dai goal rimanenti he de-

vono essere risolti

� Goal generio:

 

1

; :::; 

n

�B

1

; :::; B

m



1

; :::; 

n

onstraint store

B

1

; :::; B

m

vinoli rimanenti

� in ogni stato, il onstraint store deve essere onsistente,

io�e deve ammettere almeno una soluzione

) viene utilizzato il onstraint solver orrispondente

al dominio utilizzato
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CLP: semantia

Esempio

Si onsideri il goal

 � pranziLeggeri(A,M,D)

Si ottiene

 I > 0, J > 0, K < 0, I + J + K <= 10 �

antipasti(A,I), piattiPrinipali(M,J), dessert(D,K)

� La omputazione ontinua riduendo tutti gli atomi pre-

senti nel goal

� ogni alternativa = una derivazione

� la derivazione termina quando non i sono pi�u atomi da

ridurre e il onstraint store �e onsistente
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CLP: semantia

Esempio di omputazione onsistente

 A = insalata, I = 1,1 + J + K <= 10,1 > 0,J < 0,K > 0 �

piattiPrinipali(M,J), dessert(D,K)

 A = insalata,

I = 1,M = M1,J = I1,1 + J + K <= 10,1 > 0,J < 0,K > 0 �

piattiPrinipali(M1,I1), dessert(D,K)

 A = insalata, M = manzo, J = 5, M1 = manzo,

I1 = 5,1 + 5 + K <= 10,1 > 0, 5 < 0,K > 0 �

piattiPrinipali(M,J), dessert(D,K)

 A = insalata, M = manzo, J = 5, M1 = manzo, D=frutta,

I1 = 5, , K = 2, 1 + 5 + 2 <= 10, 1 > 0, 5 < 0, 2 > 0 �

Esempio di omputazione inonsistente

 A = formaggi,

I = 6, 6 + J + K <= 10, 6 > 0, J < 0, K > 0 �

piatti prinipali(M,J), dessert(D,K)

 A = formaggi,

I = 6,M = M1,J = I1,6 + J + K <= 10,6 > 0,J < 0,K > 0, �

piatti prinipali(M1,I1), dessert(D,K)

 A = formaggi, M = manzo, J = 5, M1 = manzo,

I1 = 5, 6 + 5 + K <= 10, 5 > 0, 6 < 0, K > 0, �

dessert(D,K)
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Il Constraint Solver

� L'esempio preedente mette in evidenza he il meanismo

di valutazione di base del CLP si preoupa solo di veri�-

are la onsistenza di un insieme di vinoli (deve esistere

almeno una soluzione)

� Quindi i vinoli sono utilizzati passivamente, non gen-

erano valori ma devono essere soddisfatti dai valori generati

� Le soluzioni dell'esempio preedente sono de�nite, io�e in

ogni soluzione ad ogni variabile presente nel goal viene as-

segnato un valore

� In altri asi, le soluzioni possono essere inde�nite, io�e

alune variabili possono essere de�nite da vinoli non di

uguaglianza

In questo aso l'insieme dei valori assegnati a questa vari-

abile �e inde�nito e, in dipendenza del dominio, pu�o anhe

essere in�nito

:= X+Y >= 5 �

13



Il Constraint Solver

� Non sempre �e possibile veri�are la soddisfaibilit�a di un

vinolo

� I onstraint solver he possono restituire il valore unknown

sono detti inompleti

� I solver inompleti vengono utilizzati quando un solver

ompleto non esiste oppure esiste ma la omplessit�a non �e

trattabile

� Esempio di solver ompleto: algoritmo di Gauss-

Jordan per i vinoli lineari

� Esempio di solver inompleto: non esiste un on-

straint solver ompleto per la teoria dei vinoli non lineari

sugli interi

� Esempio di solver ompleto non trattabile: vin-

oli non lineari sui reali (altamente esponenziale)
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Un Constraint Solver ompleto

per vinoli lineari reali

Algoritmo di Gauss-Jordan

� Data una ongiunzione di vinoli lineari reali, si seglie un

vinolo primitivo v

� si seglie una variabile x ontenuta in v e si risrive il

vinolo nella forma x = e, dove e non ontiene x

� si sostituise e ad x nel vinolo e si aggiunge x = e al

vinolo

� si ripete �no a he si arriva alla forma risolta:

x

1

= e

1

^ ::: ^ x

n

= e

n

dove x

1

; :::; x

n

sono le variabili di interesse

� la soddisfaibilit�a di un vinolo di questo tipo �e immediata

Esempio

1 +X = 2Y + Z

Z �X = 3

X = 2Y + Z � 1

Z � 2Y � Z + 1 = 3

X = Z � 3

Y = �1

) il vinolo �e soddisfaibile
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Un Constraint Solver ompleto per domini �niti

� Si supponga di sapere he i valori ammessi per ogni vari-

abile in un vinolo C appartengono ad un insieme �nito D

tale heD(X) �e l'insieme di valori ammessi per la variabile

X

(C;D)) onstraint satisfation problem (CSP)

� in questi asi esiste un algoritmo molto semplie per veri-

�are la soddisfaibilit�a di un vinolo C:

{ si seglie una variabile x ontenuta in C

{ per ogni valore ontenuto nel dominio assoiato ad x:

� si rimpiazza x nel vinolo on il valore preselto; sia

C

1

il vinolo risultante

� se C

1

�e soddisfaibile allora C �e soddisfaibile

� altrimenti, si analizzano gli altri valori

� se per nessun valore di x, C

1

�e soddisfaibile, C non

�e soddisfaibile

� ) algoritmo di baktraking
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Un Constraint Solver per domini �niti

Esempio
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Un Constraint Solver per domini �niti

Esempio di problema on dominio �nito

Si intende olorare le di�erenti regioni all'interno di una mappa

utilizzando un numero limitato di olori in modo tale he due

regioni adiaenti non abbiano lo stesso olore

Il problema si pu�o modellare supponendo di avere una vari-

abile per ogni regione e supponendo he i valori delle variabili

siano i olori disponibili

Se le regioni sono inque: A, B, C, D, E ed i olori sono tre:

red, yellow e green, il seguente vinolo espliita il problema:

A 6= B ^ A 6= C ^A 6= D

^A 6= E ^B 6= C ^B 6= D ^B 6= E

^C 6= D ^ C 6= E ^D 6= E^

(A = red _A = yellow _A = blue)^

(B = red _B = yellow _B = blue)^

(C = red _ C = yellow _ C = blue)^

(D = red _D = yellow _D = blue)^

(E = red _E = yellow _E = blue)

18



La propagazione dei vinoli

� Il onstraint solver utilizza i vinoli in modo passivo

� I vinoli possono per�o anhe essere utilizzati attivamente,

io�e per generare valori

� Questo approio permette di ridurre l'ineÆienza dell'approio

generate and test, tipio della programmazione logia

� L'operazione on la quale i vinoli vengono utilizzati atti-

vamente �e hiamata propagazione

� Le tenihe di propagazione sono state prinipalmente def-

inite in AI per domini �niti

� La propagazione pu�o essere utilizzata in due modi:

{ per de�nire solver, spesso inompleti ma eÆienti (poli-

nomiali nel numero delle variabili e dei vinoli primi-

tivi)

{ per rendere pi�u eÆienti solver ompleti, riduendo il

numero di derivazioni da analizzare
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La propagazione dei vinoli

Sono state proposte molteplii tenihe di propagazione di vin-

oli:

� Tenihe di propagazione loale. Sono appliabili a tutti

i domini ma hanno eÆaia limitata

� Tenihe di propagazione per domini �niti. Sono appli-

abili quando il dominio dei vinoli �e un insieme �nito e

noto a priori

� Tenihe di propagazione generalizzata. Non propagano

valori ma ulteriori vinoli

) non li vedremo nel ontesto del seminario
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Propagazione loale

� Idea: determinare le variabili il ui valore �e �ssato dal

vinolo (variabili determinate dal vinolo) ed eliminare

tali variabili dal vinolo stesso, sotituendole on il valore

orrispondente

� Sia e un'espressione he non ontiene variabili. Una vari-

abile x �e determinata da un vinolo C ad avere valore e

se ogni soluzione di C �e anhe una soluzione di x = e

� Esempio: Sia C � X = Y + 2Z � 2 ^ Y = 1� 2Z.

X �e determinata da C ad avere valore �1

� In base a questo approio, i vinoli sono visti ome un

mezzo di propagazione data-ow dei valori delle variabili
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Propagazione loale

Esempio

V = V 1^V = V 2^V 1 = I1�R1^V 2 = I2�R2^I = I1+I2

pu�o essere rappresentato ome:

Si onsideri il vinolo addizionale: V = 10^R1 = 5^R2 = 10

Il vinolo pu�o essere propagato ome segue:

La propagazione genera il vinolo:

V = 10; R1 = 5; R2 = 10; V 1 = 10; I1 = 2; V 2 = 10; I2 =

1; I = 3

Questo signi�a he il vinolo di partenza, ongiunto on il

nuovo vinolo, �e soddisfaibile

) propagazione veri�a anhe soddisfaibilit�a
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Propagazione loale

Esempio

Si onsideri il vinolo addizionale:

I1 = 2 ^ V 1 = 10

Il vinolo pu�o essere propagato ome segue:

La propagazione non assegna un valore ad ogni variabile, quindi

non si pu�o sapere se il vinolo di partenza ongiunto on I1 =

2 ^ V 1 = 10 �e soddisfaibile oppure no

) la propagazione non permette di ottenere un solver om-

pleto ma pu�o omunque essere utilizzata per rendere pi�u eÆ-

iente il solver (ridue il dominio delle variabili)
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Propagazione loale

� La propagazione su un vinolo C manipola sempre due

oggetti:

{ un insieme di variabili determinate S, rappresentate

ome S � x

1

= e

1

^ x

2

= e

2

^ ::: ^ x

n

= e

n

x

i

variabili distinte e

i

espressioni senza variabili

{ un vinolo C

� La propagazione loale agise nel modo seguente:

{ seglie un vinolo primitivo  in C ed inizializza S a

vero

{ se  �e insoddisfaibile, C �e insoddisfaibile

{ se  �e soddisfaibile e non ontiene variabili lo elimino

da C

{ altrimenti

� si determinano tutte le variabili il ui valore �e deter-

minato da 

� si aggiorna S

� si rimpiazzano queste variabili on il valore orrispon-

dente in C

{ si proede �no a he C ed S non ambiano

{ se al termine C orrisponde alla ongiunzione vuota

) il vinolo di partenza �e soddisfaibile
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Propagazione loale

Vantaggi e svantaggi

� L'algoritmo �e faile da implementare

� I solver basati sulla propagazione loale in genere non sono

ompleti in quanto generano le variabili determinate on-

siderando un vinolo primitivo alla volta

� Esempio:

X = Y + Z ^X = T � Y ^ T = 5 ^ Z = 7

L'algoritmo determina T = 5 e Z = 7. Infatti:

da T = 5 ^ Z = 7 ) X = Y + 7 ^X = 5� Y

Risolvendo il sistema preedente:

X = 6; Y = 6

ma questa soluzione non �e determinata dalla propagazione

loale

� Considerano solo vinoli di uguaglianza

Per vinolo di disuguaglianza , l'insieme delle variabili

determinate da  �e spesso l'insieme vuoto

� A ausa delle limitazioni preedenti, viene spesso assoiata

ad un solver ompleto per renderlo pi�u eÆiente

25



Propagazione per domini �niti

� Sono alla base di solver on omplessit�a polinomiale ma

inompleti per vinoli su domini �niti

� Idea di base: se l'insieme dei valori assoiati ad una erta

variabile �e vuoto, allora il vinolo non �e soddisfaibile

Quindi:

{ Partono dal vinolo e dal dominio di partenza

{ Considerano un vinolo primitivo alla volta e usando

informazioni relative al dominio di iasuna variabile

eliminano valori dai domini delle altre variabili

{ Nel momento in ui il dominio assoiato ad una vari-

abile diventa vuoto

) vinolo insoddisfaibile

� Possono essere ombinati on tenihe di baktraking:

{ gli algoritmi vengono usati per ridurre i domini di partenza

{ i domini os�� alolati vengono utilizzati per restringere

il baktraking (vengono tagliati tutti i rami orrispon-

denti a valori non propagati)

� Le tenihe proposte si di�erenziano per:

{ il tipo di vinoli utilizzato per la riduzione dei domini

{ la onseguente riduzione appliata
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Propagazione per domini �niti

Aluni tipi di propagazione

Node onsisteny

Un vinolo primitivo  �e node onsistent on dominio D se

una delle seguenti ondizioni �e vera:

� jvars()j 6= 1

� vars() = fxg e per ogni d 2 D(x), x = d �e una soluzione

per 

Un vinolo 

1

^ ::: ^ 

n

�e node onsistent on dominio D se

ogni vinolo primitivo 

i

�e node onsistent on D, 1 � i � n

) onsidera solo vinoli on una variabile

Ar onsisteny

Un vinolo primitivo  �e ar onsistent on dominio D se una

delle seguenti ondizioni �e vera:

� jvars()j 6= 2

� vars() = fx; yg e per ogni d

x

2 D(x), esiste d

y

2 D(y)

tale he x = d

x

^ y = d

y

�e una soluzione per , e vieversa

Un vinolo 

1

^ :::^ 

n

�e ar onsistent on dominio D se ogni

vinolo primitivo 

i

�e ar onsistent on D, 1 � i � n

) onsidera solo vinoli on due variabili

27



Propagazione per domini �niti

� Il problema della olorazione di una mappa �e un lassio

problema node e ar onsistent

{ �e node onsistent perh�e tutti i vinoli primitivi on-

tengono due variabili

{ �e ar onsistent perh�e per ogni vinolo primitivo, �e

sempre possibile �ssare un valore per una variabile e

trovare un valore per l'altras in modo he il vinolo sia

soddisfaibile

{ Se il dominio dei olori �e omposto solo da due ele-

menti, ad esempio rosso e giallo, il problema diventa

insoddisfaibile poih�e non �e possibile olorare due re-

gioni adiaenti on soli due olori

Rimane tuttavia ar onsistent

� Quindi:

ar onsistent ) soddisfaibile

soddisfaibile 6) ar onsistent

28



Propagazione per domini �niti

�

E sempre possibile trasformare un problema a dominio �nito

in un altro problema he sia node o ar onsistent

Node onsisteny

Input un vinolo C = 

1

^ ::: ^ 

n

il dominio D

Output un nuovo dominio D per C

for i := 1 to n do

if jvars()j = 1 then

let fxg = vars()

D

1

:= fd 2 D(X)jfx = dg �e una soluzione per g

D = D

1

endif

endfor

return D

Ar onsisteny

Input un vinolo C = 

1

^ ::: ^ 

n

il dominio D

Output un nuovo dominio D per C

repeat

W := D

for i := 1 to n do

if jvars()j = 2 then

let fx; yg = vars()

D

1

(x) := fd

x

2 D(x)j esiste d

y

2 D(y) tale he

fx = d

x

; y = d

y

g �e una soluzione per g

D

1

(y) := fd

y

2 D(y)j esiste d

x

2 D(x) tale he

fx = d

x

; y = d

y

g �e una soluzione per g

D = D

1

endif

endfor

until W = D /* �nh�e il nuovo dominio non varia */

return D

29



Propagazione per domini �niti

Solver basato sulla ar onsisteny

Input un vinolo C = 

1

^ ::: ^ 

n

il dominio D

Output true; false; or unknown

Method

D = node onsistent(C;D)

D = ar onsistent(C,D)

if for some variable the domain is empty then

return false

else

if the domain of eah variable is a singleton set then

return satisfiable(C;D)

else return unknown

endif

endif
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Propagazione per domini �niti

Esempio

Si onsideri il vinolo:

X < Y ^ Y < Z ^ Z � 2

ed il seguente dominio:

D(X) = D(Y ) = D(Z) = f1; 2; 3g.

� Appliando la node onsisteny si ottiene

D(X) = D(Y ) = f1; 2; 3g; D(Z) = f1; 2g

� Appliando la ar onsisteny:

{ si seglie X < Y

{ il nuovo dominio diventa

D(X) = f1; 2g; D(Y ) = f2; 3g; D(Z) = f1; 2g

{ si seglie Y < Z

{ il nuovo dominio diventa

D(X) = f1; 2g; D(Y ) = fg; D(Z) = fg

{ si seglie nuovamente X < Y

{ il nuovo dominio diventa

D(X) = fg; D(Y ) = fg; D(Z) = fg

{ si seglie nuovamente Y < Z

{ il nuovo dominio diventa

D(X) = fg; D(Y ) = fg; D(Z) = fg e l'algoritmo di

ar onsisteny termina

� il solver restituise false
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Propagazione per domini �niti

� La nozione di node e ar onsisteny non onsidera (ig-

nora) i vinoli ontenenti pi�u di due variabili

� Una semplie generalizzazione del onetto di ar onsis-

teny a vinoli on un numero arbitrario di variabili (hyper-

ar onsisteny) porta ad algoritmi NP-hard in generale

� Si adotta una sempli�azione

) bound onsisteny

� Si pu�o appliare quando i domini delle variabili sono inter-

valli
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Propagazione per domini �niti

Bound onsisteny

Un vinolo primitivo aritmetio  �e bound onsistent on do-

minio D se per ogni variabile x 2 vars() esiste:

� un assegnamento di numeri reali, d

1

; :::d

k

, alle variabili

rimanenti in , x

1

; :::; x

k

, tale he min

D

(x

j

) � d

j

�

max

D

(x

j

), per ogni d

j

, e fx = min

D

(x); x

1

= d

1

; :::; x

k

=

d

k

g �e una soluzione per 

� un assegnamento di numeri reali, d

0

1

; :::d

0

k

, alle variabili

rimanenti in , x

1

; :::; x

k

, tale he min

D

(x

j

) � d

j

�

max

D

(x

j

), per ogni d

j

, e fx = max

D

(x); x

1

= d

1

; :::; x

k

=

d

k

g �e una soluzione per 

Un vinolo 

1

^ ::: ^ 

n

�e bound onsistent on dominio D se

ogni vinolo primitivo 

i

�e bound onsistent on D, 1 � i � n

Osservazione

� In base a questa de�nizione, i domini devono assegnare

intervalli alle variabili

� la nozione di onsistenza si basa su numeri reali
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Propagazione per domini �niti

Esempio

Vinolo: X = 3Y + 5Z

Dominio: D(X) = [2::7℄, D(Y ) = [0::2℄, D(Z) = [�1; 2℄

) non �e bound onsistent on D

Risrivendo il vinolo ome 5Z = X � 3Y , assegnando 2 a Z

si ottiene 10 per il lato sinistro ma il valore massimo del lato

destro �e 7!

Per ottenere bound onsisteny:

D(X) = [2::7℄, D(Y ) = [0::2℄, D(Z) = [0; 1℄
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Propagazione per domini �niti

�

�

E sempre possibile trasformare un problema a dominio

�nito in un altro problema he sia bound onsistent (non

vediamo l'algoritmo)

�

�

E per�o neessario de�nire le regole di propagazione per la

tipologia di vinoli preselta

� tali regole permettono di alolare nuovi intervalli per ogni

variabile

� in genere, la de�nizione delle regole di propagazione per

un erto vinolo �e molto omplessa

� per questo motivo i solver basati sulla bound onsisteny

in genere si appliano ad una lasse ristretta di vinoli

{ equazioni o disuguaglianze aritmetihe lineari

{ vinoli non lineari in forme spei�he ome t

1

= t

2

x

t

3

, t

1

6= t

2

, t

1

= minimumft

2

; t

3

g, dove ogni t

i

�e una

variabile o una ostante e nessuna variabile ompare

pi�u di una volta nel vinolo primitivo
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Propagazione per domini �niti

Regole di propagazione per il vinolo X = Y + Z

Partendo da un dominio D, il nuovo dominio pu�o essere al-

olato ome segue:

X

min

:= maximumfmin

D

(X);min

D

(Y ) +min

D

(Z)g

X

max

:= minimumfmax

D

(X);max

D

(Y ) +max

D

(Z)g

D(X) := fd

x

2 D(X)jX

min

� d

x

� X

max

g

Y

min

:= maximumfmin

D

(Y );min

D

(X)�min

D

(Z)g

Y

max

:= minimumfmax

D

(X);max

D

(Y )�min

D

(Z)g

D(Y ) := fd

y

2 D(Y )jY

min

� d

y

� Y

max

g

Z

min

:= maximumfmin

D

(Z);min

D

(X)�max

D

(Y )g

Z

max

:= minimumfmax

D

(Z);max

D

(X)�min

D

(Z)g

D(Z) := fd

z

2 D(Z)jZ

min

� d

z

� Z

max

g

Esempio

D(X) = [4::8℄; D(Y ) = [0::3℄; D(Z) = [2::2℄

si ottiene

D(X) = [4::5℄; D(Y ) = [2::3℄; D(Z) = [2::2℄

Il vinolo �e bound onsistent rispetto a questo dominio
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Constraint solver inrementali

Nel ontesto della valutazione di un programma CLP �e nees-

sario veri�are la onsistenza di vinoli generati in modo inre-

mentale

Soluzione Si mantiene il vinolo in una forma parzialmente

risolta e si estende tale forma durante la derivazione
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Constraint solver inrementali

� Vinoli lineari ) algorimo di Gauss-Jordan per solving

� Per veri�are la onsistenza

) si genera una forma normale x

1

= e

1

^ ::: ^ x

n

= e

n

dove x

1

; :::; x

n

non ompaiono in e

1

; :::; e

n

� Nel solving inrementale:

{ la forma risolta viene assoiata ad ogni nodo dell'albero

di derivazione

{ ad ogni derivazione la forma risolta viene estesa

� Questo approio pu�o essere appliato a tutti i solver he

generano una forma risolta per determinare la soddisfai-

bilit�a di un vinolo

� Requisito: il baktraking deve potere riabilitare la forma

risolta assoiata al nodo a ui si ritorna
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Constraint solver inrementali

Esempio

� Se h = 1:

{ applio S a 

0

1

{ se 

0

1

non ontiene variabili se ne veri�a immediata-

mente la soddisfaibilit�a

{ altrimenti:

� si risrive 

0

1

nella forma x = e

� si applia x = e ad S

� S

1

= S ^ x = e

{ se h > 1: i passi preedenti vengono ripetuti per 

0

1

; :::; 

0

h
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Altre operazioni sui vinoli

Oltre alle tenihe di veri�a della soddisfaibilit�a e di propagazione,

esistono altre tenihe he un sistema CLP in genere supporta:

� Proiezione. Permette di restringere un vinolo ad un in-

sieme di variabili

Utile per restringere le soluzioni alle variabili presenti nel

goal

Esempio: la proiezione del vinolo X � Y ^ Y � Z ^

Z � T ^ T � 0 su X orrisponde al vinolo X � 0

Per i vinoli lineari, viene utilizzato l'algoritmo di Fourier

� Sempli�azione. Permette di rimpiazzare un vinolo on

un vinolo equivalente ma on una forma pi�u semplie

Utile quando per la forma pi�u semplie esistono algoritmi

di soddisfaibilit�a e propagazione pi�u semplii

Esempio: tenihe per eliminare la ridondanza

� Ottimizzazione. Permettono di determinare la soluzione

migliore per un vinolo

Esempio: algoritmo del simplesso per vinoli lineari reali
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